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基于犅狉犲犵犿犪狀分离执行算法的稀疏角度
相位衬度计算层析重建

李　镜　李梦婕　孙　怡
（大连理工大学信息与通信工程学院，辽宁 大连１１６０２４）

摘要　相位衬度成像及其计算层析（ＣＴ）技术不同于传统的吸收衬度成像，是一种新型的Ｘ射线成像技术，因具有

高灵敏度、高衬度分辨率、能对软组织成像等特点而受到广泛关注。鉴于相位衬度ＣＴ往往导致非常长的辐射时间

和巨大的辐射剂量，而稀疏角度重建在降低辐射剂量方面又有着非常明显的优势，因此，研究针对相位衬度ＣＴ的

稀疏角度重建算法就变得非常有意义。近年来，针对解决稀疏重建的Ｂｒｅｇｍａｎ算法在图像处理方面被广泛应用。

将Ｂｒｅｇｍａｎ分离执行（ＢＯＳ）算法引入到微分相位衬度ＣＴ中，提出了一种稀疏角度相位衬度ＣＴ的交替迭代重建

算法。数值模拟和实验表明，该方法可以在少量的投影数据下获得较好的重建效果。
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１　引　　言

目前的Ｘ射线医学成像技术是利用人体组织

器官对Ｘ射线的吸收差异作为图像衬度。然而，组

成人体的弱吸收物质对Ｘ射线的吸收不明显，而对

Ｘ射线的相位改变幅度却很大。因此，利用相位信

息发展的Ｘ射线相位衬度成像，特别适合观察由轻

１０１１００１１
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元素构成的材料和生物组织，在生物学应用、医学临

床诊断和轻元素材料检测等方面具有广阔的应用前

景［１］。目前比较成熟的 Ｘ射线相衬成像技术主要

有：干涉仪成像法［２］、类同轴成像法［３］、衍射增强成

像法（ＤＥＩ）
［４］和光栅成像法［５－７］。但是，前三种方法

由于对射线源的要求较高很难用于工业无损检测和

临床医学诊断，而光栅成像法摆脱了对相干光源的

依赖，因而被广泛地应用于相衬成像领域。

但是光栅成像法需要对物体进行多次扫描来获

取折射信息，这必将导致过长的辐射时间和非常大

的辐射剂量，因此研究稀疏角度下的重建算法就显

得非常重要。目前，相位衬度重建算法主要可分为

两大类：第一类算法主张恢复出相 位 项 梯 度

δ
［８－９］；第二类算法主张恢复出物体的相位项

δ
［１０－１１］。在稀疏角度条件下，观测数据个数往往远

小于重建图像中的像素个数。求解该重建问题相当

于求解一个欠定的线性方程组。压缩感知（ＣＳ）理

论指出稀疏信号的重构问题可由最小化犔０ 范数解

决［１２］，但最小化犔０ 范数是一个ＮＰｈａｒｄ问题，需要

通过穷举法解决，计算难度过大［１３］。因此，有学者

提出用犔１ 范数代替犔０ 范数求解ＣＳ类问题，如内

点法、梯度投影法（ＧＰＳＲ）和 Ｂｒｅｇｍａｎ算法等。

ＧＰＳＲ算法速度较快但精度稍低，Ｂｒｅｇｍａｎ分离执

行（ＢＯＳ）算法
［１４］具有良好的“误差 遗忘”特性［１５］，

但对参数的选择较为敏感。这些算法在求解ＣＳ类

问题时具有通用性，但在求解某个具体问题时未必

是最佳的。因此，根据微分相位衬度计算层析（ＤＰＣ

ＣＴ）的特点，对ＢＯＳ算法进行了改进，提出了ＡＲＴ

ＢＯＳ算法，并将该算法用于相位项δ及其梯度δ的

重建。仿真实验和实际实验证明了本算法在精度和

重建速度上都优于ＧＰＳＲ算法和Ｂｒｅｇｍａｎ算法，并且

拥有比经典ＡＲＴＴＶ算法
［１６］更快的收敛速度。

２　数学物理模型

通过二维ＤＰＣＣＴ模型来说明相位衬度的成

像模型，如图１（ａ）所示。其中，狓狅狔为世界坐标系，

狓ｒ狅狔ｒ为旋转坐标系，狓ｒ轴与射线的传播方向相

同，δ（狓，狔）为物体相位项在二维平面狓狅狔 上的分

布函数，θ为射线穿过物体后在二维平面内的折射

角，φ为射线与狓轴正向的夹角。

图１ 物体对Ｘ射线的折射作用示意图。（ａ）几何关系；（ｂ）离散图

Ｆｉｇ．１ ＳｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｒｅｆｒａｃｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔｏｆｏｂｊｅｃｔｏｎＸｒａｙ．（ａ）Ｇｅｏｍｅｔｒｙｒｅｌａｔｉｏｎ；（ｂ）ｄｉｓｃｒｅｔｅｄｉａｇｒａｍ

　　根据图１（ａ）所示的几何关系，射线经过物体后

的折射角θ可以表示为相位项梯度δ沿射线传播

方向狓ｒ的积分：

θ＝∫
δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓ｒ＝

∫δ（狓，狔）ｄ狓ｒ
狔ｒ

， （１）

同时，根据图１所示的几何关系还可以得到（２）式所

示的两个导数关系：

δ（狓，狔）

狔
＝
δ（狓，狔）

狓ｒ
ｓｉｎφ＋

δ（狓，狔）

狔ｒ
ｃｏｓφ

δ（狓，狔）

狓
＝
δ（狓，狔）

狓ｒ
ｃｏｓφ－

δ（狓，狔）

狔狉
ｓｉｎ

烅

烄

烆 φ

．

（２）

将（２）式的左右两边沿射线传播路径狓ｒ进行积分运

算，可得

∫
δ（狓，狔）

狔
ｄ狓ｒ＝ｓｉｎφ∫

δ（狓，狔）

狓ｒ
ｄ狓ｒ＋

　　　　　　　ｃｏｓφ∫
δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓ｒ

∫
δ（狓，狔）

狓
ｄ狓ｒ＝ｃｏｓφ∫

δ（狓，狔）

狓狉
ｄ狓ｒ－

　　　　　　　ｓｉｎφ∫
δ（狓，狔）

狔ｒ
ｄ狓

烅

烄

烆
ｒ

， （３）

式中δ（狓，狔）／狓ｒ表示相位项沿着射线传播方向狓ｒ

的梯度，如将空气的折射系数认为是０，则有

１０１１００１２
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∫δ（狓，狔）／狓ｒｄ狓ｒ≡０． （４）

将（４）式代入（３）式，可得

θｃｏｓφ＝∫
δ（狓，狔）

狔
ｄ狓ｒ

θｓｉｎφ＝－∫
δ（狓，狔）

狓
ｄ狓

烅

烄

烆
ｒ

． （５）

　　以相位项梯度δ为目标的重建算法是以（５）

式为基础的。将相位项水平方向的梯度δ（狓，狔）／δ狓

作为待重建图像狌δ，将折射角θｓｉｎφ作为测量值

狆ｓｉｎφ；将待重建物体在二维平面离散化后，如

图１（ｂ）所示，根据（５）式中水平方向的梯度公式可

知，第犻条射线穿过物体后的折射角θ犻满足

θ犻ｓｉｎ犻 ＝∑
犑

犼

狉犻，犼狌犼，犻＝１，２，…，犐， （６）

其中犻为第犻条射线与坐标系狓轴的夹角，狌犼 为待

重建图像的第犼个像素，犐为射线总个数，犑为像素

值总个数，狉犻，犼表示第犼个像素对第犻条射线的贡献，

若穿过第犼个像素的射线投影至第犻个像元上，则

狉犻，犼 ＝１，反之为０。根据（６）式可建立起图像矢量狌δ

和观测值狆ｓｉｎφ 之间的矩阵方程：

狆ｓｉｎφ ＝犚狌δ＋犲． （７）

　　以相位项δ为目标的重建算法是以（１）式为基

础的。如果将相位项的分布δ（狓，狔）作为待重建图

像狌δ，将折射角θ作为测量值狆φ，根据（１）式可建立

起图像矢量狌δ 和观测值狆ｏ之间的矩阵方程

狆φ ＝犇犚狌δ＋犲． （８）

（７），（８）式中犚为投影矩阵，犇 为差分矩阵，犲为误

差向量。（８）式中，犚狌δ 表示图像的像素点沿射线路

径的累加，相当于（１）式中的“∫δ（狓，狔）ｄ狓ｒ”；差分矩

阵犇用于表示（１）式中的偏微分算子“


狔ｒ
”，使用一

阶差分，犇定义为

犇＝

１， －１， ０， …， ０

０， １， －１， ０， …

０， …， １， －１， …， ０

０， …， …， ０， １， －１

０， ０， …， …， ０，

熿

燀

燄

燅１

．（９）

３　重建算法

３．１　犅狉犲犵犿犪狀分离执行算法

Ｂｒｅｇｍａｎ算法
［１７］是一种应用广泛的优化方法，

主要用于求解下式所示的优化问题：

狌＝ａｒｇｍｉｎ
狌
σ犑（狌）＋

１

２
‖犚狌－狆‖

２， （１０）

其中σ＞０，犑（狌）为关于狌的凸函数。Ｂｒｅｇｍａｎ算法

通常将（１０）式分解为两个或两个以上的迭代过程，

并交替进行。２００５年，Ｃｏｍｂｅｔｔｅｓ等
［１８］提出了一种

近似点（ＰＰ）优化方法求解（１０）式所示的无约束优

化模型，迭代流程为

狌 ＝狌
犽
－τ犚

Ｔ（犚狌犽－狆）， （１１ａ）

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎσ犑（狌）＋
１

２τ
‖狌－狌


‖
２．（１１ｂ）

　　２０１０年，Ｚｈａｎｇ等
［１４］提出了一种ＢＯＳ算法。

该方法与近似点迭代法的主要区别在于引入了对观

测值狆的修正，迭代流程如下：

狌 ＝狌
犽
－τ犚

Ｔ（犚狌犽－狆
犽），

狌犽＋１ ＝ａｒｇｍｉｎσ犑（狌）＋
１

２τ
‖狌－狌


‖
２，

狆
犽＋１
＝狆

犽
＋狆－犚狌

犽＋１， （１２）

其中狆为观测值，狌为待重建图像，τ为步长，取值范

围为０＜τ＜
２

‖犚
Ｔ犚‖

，参数σ为非负参数。近似点

算法中小于στ的值会被置０，因而门限参数σ和步

长τ的选择至关重要。而ＢＯＳ算法由于采用了对

投影的更新，对门限参数σ依赖较轻，但如果参数选

择不当仍会导致收敛速度减慢。综上所述，具有较

好性能的迭代算法应至少满足三个要求：１）收敛速

度快；２）避免大型矩阵的求逆；３）门限参数可以在迭

代当中自适应地调节。近似点法和ＢＯＳ法具有普

适性，但未考虑ＤＰＣＣＴ中投影矩阵犚的高维数、

高稀疏性和近似正交性的特点。因此，在考虑了投

影矩阵犚的特点后，提出了满足上述三个要求的迭

代算法，即ＡＲＴＢＯＳ算法。

３．２　相位项梯度重建方法

根据上述讨论可知，ＢＯＳ算法和近似点算法最

显著的区别在于ＢＯＳ算法引入了对观测值的修正，

而这种修正往往可以取得出人意料的效果。在

ＡＲＴ算法的基础上引入对观测值的修正，提出

ＡＲＴＢＯＳ算法。

１）初始化：

狌０ ＝０，珟狆＝狆，狀＝１

其中，狀为迭代次序，狆＝ ［狆１，狆２，…，狆犐］为实际观

测值向量，向量珟狆＝ ［珟狆１，珟狆２，…，珟狆犐］为修正后的观

测值向量，犐为观测数据个数。

２）ＡＲＴ迭代：

狌 ＝狌
狀－１

狌 ＝狌

＋τ犽犿

珟狆
狀－１
犿 －犽犿狌



犽犿犽犿
，　犿＝１，２，…，犐

其中，犿 为 ＡＲＴ迭代次序，向量狉犿 为投影矩阵的

１０１１００１３
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第ｍ行，珟狆
狀－１
犿 为向量狉犿 对应的修正观测值，犐为观

测数据总个数。

３）由梯度下降法在狌的某个邻域内搜索犔１

范数最小的解：

狌狀 ＝狌


ｗｈｉｌｅ‖狌
狀
－狌

狀－１
‖１ ＜λ

　　狌
狀
＝狌

狀
－η
‖狌‖１

狌 狌＝狌
狀

ｅｎｄ

其中λ为搜索半径，η为迭代步长。考虑到在迭代

初期，图像矢量狌与真实值的差距比较大，应当给

予一个比较大的搜索半径λ以增大犔１ 范数对图像

的约束。随着迭代的进行，逐步逼近精确解，此时应

当减小搜索半径λ。换句话说，搜索半径λ应当在

迭代过程中自适应地调整。在迭代总次数犖 预先

设定的情况下，仅给出下列自适应调整方式作为

参考：

λ（狀）＝犪１－
狀（ ）犖 ‖狌


‖１， （１３）

其中，狀为迭代次序，犖为迭代总次数，０＜犪＜１应当

根据经验选择，建议该参数取为略小于１的数值。如

果迭代步长η选择过大，则很难搜索到令人满意的

解；反之，则搜索过程会过于缓慢。在实际应用中，应

当根据经验选择，仅给出一种选择方式作为参考：

η＝０．１×‖狌

‖１／犑， （１４）

其中，‖狌‖１／犑表示图像矢量狌
所有像素绝对值

的平均值，犑为像素值总个数。

４）对投影值进行修正：

珟狆犿 ＝珟狆犿＋狆犿 －狉犿狌
犽－１，　犿＝１，２，…，犐

其中，犐为观测数据总个数，狆犿 为第犿 条射线对应

的实际观测值。

５）判断不等式‖珟狆－狆‖
２
２≥κ‖狆‖

２
２ 是否成

立。成立，则执行珟狆＝狆并转第６）步；如不成立，则

直接执行第６）步。该步骤主要是为了防止因参数

选择不当等原因导致修正投影珟狆偏离原始投影狆

过大，并从而导致重建结果不精确。

６）判断是否满足终止条件：

将终止条件设定为迭代次序狀大于等于预先设

定的迭代总次数犖。如果狀≥犖，则输出狌
狀作为最终

结果；否则，令狀＝狀＋１并转步骤２），启动下一轮

迭代。

３．３　相位项直接重建方法

与３．２节不同，本节将ＡＲＴＢＯＳ算法推广至

相位项的重建中。与相位项梯度δ不同，相位项δ

本身不能认为是稀疏的；因此，犔１ 范数不能直接作

用在相位项δ上。但相位项分布δ的边沿依然具有

良好的稀疏性，而总变分（ＴＶ）范数是一种良好的描

述图像边沿的数学工具。因此，可以用ＴＶ范数作

为相位项的代建函数。对于任一二维图像犳，图像

的梯度稀疏性是由 ＴＶ来衡量的，ＴＶ指的是图像

梯度的犔１ 范数。

犞Ｔ（狌）＝∑
狊，狋

（狌狊，狋－狌狊－１，狋）
２
＋（狌狊，狋－狌狊，狋－１）槡

２，

（１５）

其中，狊和狋是二维图像像素点的坐标。根据第２节

的描述可知，图像相位项的重建是以（２）式为基础

的。为了便于叙述，用矩阵犓代替（５）式中的矩阵

乘积犇犚。考虑到δ的非负性，相位项的重建可归结

为下式所示的优化问题：

狌＝ａｒｇｍｉｎＴＶ（狌），

ｓ．ｔ犓狌＝狆，狌≥０． （１６）

　　２００６年，Ｓｉｄｋｙ等
［１６］针对（１６）式提出了一种自

适应的优化算法，将其称为 ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法。

该算法的基本思想是通过 ＡＲＴ算出一个近似解，

再经过非负约束和ＴＶ修正，并将修正后的值作为

下一次迭代的初始值。虽然，文献［１６］中并未给出

严格的数学证明，但结合上述的讨论可知，该算法是

一种近似点算法。在 ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法的基础

上，根据Ｂｒｅｇｍａｎ算法的思想引入观测值的修正，

提出了有更好效果的ＡＲＴＢＯＳ算法。

１）初始化：

狌０ ＝０，珟狆＝狆，狀＝１

其中，狀为迭代次序，狆＝ ［狆１，狆２，…，狆犐］为实际观

测值向量，向量珟狆＝ ［珟狆１，珟狆２，…，珟狆犐］为修正后的观

测值向量，犐为观测数据个数。

２）ＡＲＴ迭代：

狌 ＝狌
狀－１

狌 ＝狌

＋τ犽犿

珟狆
狀－１
犿 －犽犿狌



犽犿犽犿
，犿＝１，２，…，犐

其中，犿 为 ＡＲＴ迭代次序；向量犽犿 为投影矩阵犓

的第犿 行；珟狆
狀－１
犿 为向量犽犿 对应的修正观测值；犐为

观测数据总个数；τ为预先设定的收缩因子，其作用

相当于减小步长以获得更加精确的解。

３）正项约束：

狌ｐｏｓｔｉｖｅ＝ｍａｘ（狌，０）

犱＝ ‖狌
ｐｏｓｔｉｖｅ

－狌

‖２

其中，ｍａｘ（·）表示取最大值运算；犱为正项约束前

后差值的二范数。

１０１１００１４
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４）ＴＶ修正：

狌ＴＶ ＝狌
ｐｏｓｉｔｉｖｅ

ｆｏｒ犻＝１，２，…，犔

　　狌
ＴＶ
＝狌

ＴＶ
－

犪犱

‖ＴＶ（狌
ＴＶ）／狌

ＴＶ
‖
２
２

·ＴＶ
（狌ＴＶ）

狌
ＴＶ

　　狌
ＴＶ
＝ｍａｘ（狌

ＴＶ，０）

ｅｎｄ

其中，犔为ＴＶ修正的循环次数，将其选为２０；犪为

调节因子，将其选为０．２；犱由第３步给出。沿用文

献［１６］中的思路，使用正项约束前后的差值犱来调

节ＴＶ的修正步长。狌ＴＶ按照其梯度下降最快的方

向来更新，式中ＴＶ
（狌ＴＶ）

狌
ＴＶ

的具体计算公式为

ＴＶ（狌
ＴＶ）

狌
ＴＶ ≈

２狌ＴＶ狊，狋 －狌
ＴＶ
狊－１，狋－狌

ＴＶ
狊，狋－１

狌ＴＶ狊，狋 －狌
ＴＶ
狊－１，（ ）狋

２
＋ 狌ＴＶ狊，狋 －狌

ＴＶ
狊，狋－（ ）１

２
＋槡 ε
－

狌ＴＶ狊＋１，狋－狌
ＴＶ
狊，狋

狌ＴＶ狊＋１，狋－狌
ＴＶ
狊，（ ）狋

２
＋ 狌ＴＶ狊＋１，狋－狌

ＴＶ
狊＋１，狋－（ ）１

２
＋槡 ε
－

狌ＴＶ狊，狋＋１－狌
ＴＶ
狊，狋

狌ＴＶ狊，狋＋１－狌
ＴＶ
狊，（ ）狋

２
＋ 狌ＴＶ狊，狋＋１－狌

ＴＶ
狊－１，狋＋（ ）１

２
＋槡 ε
，（１７）

其中ε是一个足够小的正整数，取ε＝１０
－８，用于避

免分母为０的情形。

５）对投影值进行修正：

珟狆犿 ＝珟狆犿＋狆犿 －狉犿狌
犽－１，犿＝１，２，…，犐

其中，犐为观测数据总个数，狆犿 为第犿 条射线对应

的实际观测值。

６）判断不等式 珟狆－狆
２
２≥κ 狆

２
２ 是否成立。

成立，则执行珟狆＝狆并转第７）步；不成立，则直接执

行第７）步。κ为预先设定的小于１的正数。该步骤主

要是为了防止因参数选择不当等原因使得修正投影珘狆

偏离原始投影狆过大，并从而导致重建结果不精确。

７）判断是否满足终止条件：

将终止条件设定为迭代次序狀大于等于预先设

定的迭代总次数犖。如果狀≥犖，则输出狌
狀作为最终

结果；否则，令狀＝狀＋１并转第２）步，启动下一轮

迭代。如果去掉第５）步和第６）步，则上述算法将退

化为ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法。

４　仿真实验与结果分析

４．１　相位项梯度重建仿真方法实验与分析

通过理想条件下和噪声条件下两组仿真实验来

验证所提算法的有效性与稳定性。在仿真实验中，

用２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ的ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型模拟

一个边长为８ｍｍ的正方形纯相位物体δ（狓，狔），如

图２（ａ）所示；为了能更简便快捷地体现出算法对图

像边缘的重建效果，只取相位项的水平方向梯度作

为待重建图像。采用下式所示的滤波器与Ｓｈｅｐｐ

Ｌｏｇａｎ模型进行卷积运算即可得到相位项水平方向

的梯度δ
狓
图像：

犺＝

－１ ０ １

－２ ０ ２

－

熿

燀

燄

燅１ ０ １

， （１８）

如图２（ｂ）所示
［１３］。

图２ ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型与原始数据。（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型；（ｂ）待重建图像；（ｃ）待重建图像绝对值

Ｆｉｇ．２ ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌａｎｄｏｒｉｇｉｎａｌｄａｔａ．（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌ；（ｂ）ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｃ）ａｂｓｏｌｕｔｅｖａｌｕｅｏｆｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ

　　待重建图像的绝对值
δ
狓

如图２（ｃ）所示，其中

非零元个数为４６５９，约为像素总个数的７．１％。在

第一组实验中，不考虑任何误差和噪声。在采样过

程中，重建物体以６°为间隔旋转３０次，将第３）步中

（１３）式的参数犪设为０．９。在第二组实验中，在每

个角度下均加入均值为０，噪声标准差ν犲 为观测值

标准差νθ０．２倍的高斯噪声，然后仍选用第一组实

验中的参数进行重建。两组实验在得到观测数据之

后，分别采用 ＡＲＴ算法，ＧＰＳＲ算法，ＢＯＳ算法和

所提出的ＡＲＴＢＯＳ算法进行重建。为了更方便地

评价图像重建的质量，定义评价标准［均方误差

１０１１００１５
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（ＭＳＥ）］为

犈ｉｍａｇｅ（狀）＝
狌狀－狌

ｅｘａｃｔ ２
２

狌ｅｘａｃｔ ２
２

， （１９）

其中狌ｅｘａｃｔ表示真实图像向量，狌狀 表示第狀次迭代后

的图像向量。（１９）式给出重建图像与真实图像之间

的均方误差，它表示重建图像与真实值的接近程度，

同时曲线变化的趋势也反映了算法的收敛速度，为

了便于后续重建图像的讨论，首先给出各算法重建

结果的收敛曲线，如图３（ａ）～（ｅ）所示。根据不同

算法的收敛趋势，设定对应算法的迭代次数，其中，

ＧＰＳＲ算法迭代次数为１００；ＢＯＳ算法的迭代次数

为２００；ＡＲＴ算法和ＡＲＴＢＯＳ算法的迭代次数均

为１５。

图３ 各重建算法关于图像均方误差的收敛性曲线对比。（ａ）ＡＲＴ算法收敛性曲线；（ｂ）ＧＰＳＲ算法收敛性曲线；

（ｃ）理想条件下ＢＯＳ算法收敛曲线；（ｄ）噪声条件下ＢＯＳ算法收敛曲线；（ｅ）为ＡＲＴＢＯＳ算法收敛曲线

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｓｏｍｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ．（ａ）ＣｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）

ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆＧＰＳＲａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；（ｄ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ

　　　　ｃｕｒｖｅｏｆＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；（ｅ）ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　在ＣＰＵ为ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕａｌＥ５７００，２Ｇ内存

的ＰＣ机上，采用Ｍａｔｌａｂ（２０１０ｂ）软件分别对本节涉

及的算法进行仿真。ＡＲＴ算法迭代１５次的犈ｉｍａｇｅ

曲线如图３（ａ）所示。从图３（ａ）中可以看出ＡＲＴ算

法在迭代１～２次便达到稳定，但给出的结果与待重

建图像差距比较大，犈ｉｍａｇｅ最小为０．５５７９。从图３（ｂ）

中可以看出ＧＰＳＲ算法在迭代２５次左右可以给出距

离真实值最近，即犈ｉｍａｇｅ最小的重建结果，之后随着

迭代的进行逐渐远离真实值。从图３（ｃ）和（ｄ）中可

以看出ＢＯＳ算法非常依赖于参数的选择，且受噪声

的影响比较大。从图３（ｅ）中可以看出 ＡＲＴＢＯＳ

算法的重建误差较小，且收敛速度比较快，只需１５

次迭代。

下面给出在上述两种实验条件下，ＡＲＴ算法，

ＧＰＳＲ算法，ＢＯＳ算法和提出的 ＡＲＴＢＯＳ算法的

重建结果，分别如图４（ａ）～（ｅ），图５（ａ）～（ｅ）所示。

从图４和图５中可以看出，ＡＲＴ算法的重建结

果中含有大量的放射状伪影；ＧＰＳＲ算法对弱小边

沿恢复效果不佳，如图４（ｂ）和图５（ｂ）中红色箭头指

向的位置所示；ＢＯＳ算法的仿真中，步长τ选为６×

１０－５，门限参数σ分别选为５×１０
４ 和５×１０５ 进行

重建，σ为５×１０
４ 的重建结果如图４（ｃ）和图５（ｃ）所

示，σ为５×１０
５ 的重建结果如图４（ｄ）和图５（ｄ）所

示，可见，ＢＯＳ算法通过引入投影修正减轻了算法

对门限参数的依赖，但重建效果仍在很大程度上受

到门限参数的影响；ＡＲＴＢＯＳ算法的重建结果如

图４（ｅ）和图５（ｅ）所示。在取得与ＢＯＳ算法相近的

重建效果时，ＡＲＴＢＯＳ算法的收敛速度远远快于

ＢＯＳ算法。

１０１１００１６
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图４ 理想条件下的重建结果。（ａ）ＡＲＴ算法；（ｂ）ＧＰＳＲ算法；（ｃ）ＢＯＳ算法（σ＝５×１０４）；

（ｄ）ＢＯＳ算法（σ＝５×１０５）；（ｅ）ＡＲＴＢＯＳ算法

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ）ＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）ＧＰＳＲａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（σ＝５×１０４）；（ｄ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（σ＝５×１０
５）；（ｅ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图５ 噪声条件下的重建结果。（ａ）ＡＲＴ算法；（ｂ）ＧＰＳＲ算法；（ｃ）ＢＯＳ算法（σ＝５×１０４）；

（ｄ）ＢＯＳ算法（σ＝５×１０５）；（ｅ）ＡＲＴＢＯＳ算法

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ）ＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）ＧＰＳＲａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（σ＝５×１０４）；（ｄ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（σ＝５×１０
５）；（ｅ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　ＡＲＴ 算法、ＧＰＳＲ 算法、ＢＯＳ算法与 ＡＲＴ

ＢＯＳ算法的精度与执行时间见表１。其中，ＧＰＳＲ

算法的迭代次数为５０次，ＢＯＳ算法的迭代次数均

为２００次；ＡＲＴ和ＡＲＴＢＯＳ算法的迭代次数均为

１５次。模拟试验中，ＡＲＴ算法和 ＡＲＴＢＯＳ算法

中的逐线迭代部分按并行方式计算，即传播方向相
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同的射线对应的迭代过程同时执行。

结合图３和表１可知，ＢＯＳ算法所需的时间与

参数σ无关。ＧＰＳＲ算法的重建结果还受到正则化

因子的影响，若将ＧＰＳＲ算法中的正则化因子的数

值调小，则有可能改善对弱小边缘的恢复效果，但重

建速度也会变慢，这一点Ｆｉｇｕｅｉｒｅｄｏ等
［１９］已经论述

过，ＡＲＴＢＯＳ算法在重建速度上与 ＧＰＳＲ算法相

当，在重建精度上优于ＧＰＳＲ算法，和ＢＯＳ算法相

当，但ＡＲＴＢＯＳ算法的收敛速度较快。

表１ 算法执行时间与犈ｉｍａｇｅ

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｔｉｍｅａｎｄ犈ｉｍａｇｅ

Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎｓｔａｎｄａｒｄ 犈ｉｍａｇｅ ＣＰＵｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅ／ｓ

Ｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

ＡＲＴ ０．５５７９

ＧＰＳＲ ０．２７８０

ＢＯＳ（σ＝５×１０４） ０．１２６４

ＢＯＳ（σ＝５×１０５） ０．２２０９

ＡＲＴＢＯＳ ０．１２３３

ＡＲＴ ０．５７３１

ＧＰＳＲ ０．３１３４

ＢＯＳ（σ＝５×１０４） ０．２４７８

ＢＯＳ（σ＝５×１０５） ０．４６５２

ＡＲＴＢＯＳ ０．２４２１

０．７３５６

４．５２００

２１．２０５

１．４９８１

０．７３５６

４．５２００

２１．２０５

１．４９８１

４．２　相位项直接重建方法仿真实验与分析

本节通过两组仿真实验验证算法的有效性与稳

定性。在仿真实验中，依然选用２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ

的ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型模拟一个边长为８ｍｍ的正方形

纯相位物体δ（狓，狔），如图６（ａ）所示；再采用（１）式中

所示的数学模型生成折射角投影。在第一组实验

中，不考虑任何误差和噪声。在采样过程中，重建物

体以６°为间隔旋转３０次；将３．３节中步骤２）的收

缩因子τ设为１，将步骤６）中参数κ设为０．２；再将

经典的 ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法和 ＡＲＴＢＯＳ算法分

别迭代３００次，重建结果如图６（ｂ）和（ｃ）所示。可

见在理想条件下，ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ 算法和 ＡＲＴ

ＢＯＳ算法在迭代足够多次之后的重建结果与原始

图像已几乎没有分别。该实验证明了ＡＲＴＢＯＳ在

理论上的正确性。

图６ ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型与理想条件下的重建结果。（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ模型；

（ｂ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法；（ｃ）ＡＲＴＢＯＳ算法

Ｆｉｇ．６ ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｓｉｎｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ）ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎｍｏｄｅｌ；（ｂ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ

ａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　在第二组实验中，在每个角度下加入均值为０，

噪声标准差ν犲 为该角度观测值标准差νθ 的０．２倍

的高斯噪声。仍选用第一组实验中的参数进行重

建，重建结果如图７（ａ）～（ｄ）所示。对比图７（ａ）与

（ｃ），（ｂ）与（ｄ）可知，ＡＲＴＢＯＳ算法对伪影具有更

强的抑制作用，基本消除了ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ重建结

果中的污渍型伪影，如红色箭头所指的区域，并将其

中一处放大，以示抑制伪影的效果。此处仍选用４．１

节中定义的评价标准犈ｉｍａｇｅ评价算法的重建结果，如

图８所示。ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ在迭代３０次时，消耗

时间约为１８．３５ｓ，重建结果与真实值之间的均方误

差犈ｉｍａｇｅ为０．０７７８；ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ 在迭代４０次

时，消耗时间约为２４．６４ｓ，重建结果与真实值之间

的均方误差犈ｉｍａｇｅ为０．０５７０。ＡＲＴＢＯＳ在迭代３０
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次时，消耗时间约为１９．５６ｓ，重建结果与真实值之

间的均方误差犈ｉｍａｇｅ为０．０４９９；ＡＲＴＢＯＳ在迭代４０

次时，消耗时间约为２５．９５ｓ，重建结果与真实值之间

的均方误差犈ｉｍａｇｅ为０．０４１５。可见，ＡＲＴＢＯＳ算法由

于加入了投影更新的过程，在迭代次数相同时消耗的

时间略大于ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法，但ＡＲＴＢＯＳ算法

收敛速度更快，在迭代３０次时的均方误差犈ｉｍａｇｅ小于

ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法迭代４０次时的均方误差。

图７ 噪声条件下的重建结果。（ａ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法迭代３０次时重建效果；（ｂ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法迭代

４０次时重建效果；（ｃ）ＡＲＴＢＯＳ算法迭代３０次时重建效果；（ｄ）ＡＲＴＢＯＳ算法迭代４０次时重建效果

Ｆｉｇ．７ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｉｍａｇｅｓｉｎｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ．（ａ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ（ｉｔｅｒａｔｉｏｎ３０ｔｉｍｅｓ）；（ｂ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ

（ｉｔｅｒａｔｉｏｎ４０ｔｉｍｅｓ）；（ｃ）ＡＲＴＢＯＳ（ｉｔｅｒａｔｉｏｎ３０ｔｉｍｅｓ）；（ｂ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（ｉｔｅｒａｔｉｏｎ４０ｔｉｍｅｓ）

图９ 蜜蜂样品的投影与断层图像。（ａ）折射角图像；（ｂ）ＦＢＰ算法给出的重建断层；（ｃ）重建断层的边沿

Ｆｉｇ．９ Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎａｎｄｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｂｅｅｓａｍｐｌｅ．（ａ）Ｒｅｆｒａｃｔｉｏｎａｎｇｌｅｉｍａｇｅ；（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｌｉｃｅｐｒｏｖｉｄｅｄ

ｂｙＦＢＰａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ｅｄｇｅｏｆｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｌｉｃｅ

图８ ＡＲＴＢＯＳ关于图像均方误差的收敛曲线

Ｆｉｇ．８ ＡＲＴＢＯＳｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｃｕｒｖｅｏｆ犈ｉｍａｇｅ

４．３　实验

本实验是在北京同步辐射装置４Ｗ１Ａ束线站根

据衍射增强成像原理完成的。实验所用的两块晶体

为Ｓｉ［１１１］晶体，Ｘ射线能量为１０ｋｅＶ，探测器像素大

小为１１μｍ。实验样品为密封在胶囊中的蜜蜂，如

图９（ａ）所示，其中胶囊外圈直径约为８ｍｍ
［１３］。

实验中，对蜜蜂样品进行１８０°的ＣＴ扫描，扫描

间隔为０．５°；利用信息分离的方法在位移曲线左右

腰处分别采集３６０幅投影图像，并采用 ＧＯＡ方法

提取出３６０幅折射角图像，每个投影图像的大小为

１０３０ｐｉｘｅｌ×１３００ｐｉｘｅｌ，如图９（ａ）所示。在实际实验

中，不可能给出待重建图像的真实值。为了便于比
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较，采用经典ＦＢＰ算法给出图９（ａ）中红线处的断层

作为参考，如图９（ｂ）所示。在获得断层图像后，采用

一阶差分算子提取出图像的边沿，如图９（ｃ）所示。

进行两组实验，第一组实验验证提出的相位项

梯度重建算法；第二组实验验证相位项直接重建算

法。在第一组实验中，等间隔选取６０幅折射角图像

分别使用ＧＰＳＲ算法、ＢＯＳ算法和ＡＲＴＢＯＳ算法

对于图９（ａ）中红线所示的断层进行重建。为便于

观察，分别重建出相位项水平方向导数δ／狓和垂

直方 向 导 数δ／狔 并 给 出 二 者 绝 对 值 之 和

δ／狓 ＋ δ／狔 作为重建结果，它代表图像的边

沿，在理想情况下应为若干条极细的线。ＧＰＳＲ算

法迭代５０次的结果如图１０（ａ）所示；ＡＲＴＢＯＳ算

法迭代１５次的重建结果如图１０（ｂ）所示；ＢＯＳ算法

的仿真中，步长τ仍选６×１０
－５，门限参数σ分别选

为５和１，迭代次数为２００，重建结果如图１０（ｃ）和

（ｄ）所示。从实验结果中可以看出，ＧＰＳＲ算法对弱

小边沿重建效果较差；ＢＯＳ算法仍依赖于门限参数

σ的选择，如果选择过小则缺乏对重建结果的修正

作用，如图１０（ｄ）所示。对比４．１节的仿真实验和

本节的实验可知，门限参数σ通常需要根据相位项

梯度的具体数值选取。而在实际应用中，相位项梯

度的具体数值是不易提前获知的。相比之下，ＡＲＴ

ＢＯＳ算法克服了上述两个缺陷，取得了视觉上较好

的重建结果且速度较快。

图１０ 蜜蜂样品的重建断层。（ａ）ＧＰＳＲ算法；（ｂ）ＡＲＴＢＯＳ算法；（ｃ）ＢＯＳ算法（σ＝５）；（ｄ）ＢＯＳ算法（σ＝１）

Ｆｉｇ．１０ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｌｉｃｅｓｏｆｔｈｅｂｅｅｓａｍｐｌｅ．（ａ）ＧＰＳＲａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｃ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

（σ＝５）；（ｄ）ＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ（σ＝１）

图１１ 蜜蜂样品的重建断层。（ａ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法；（ｂ）ＡＲＴＢＯＳ算法

Ｆｉｇ．１１ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｓｌｉｃｅｓｏｆｔｈｅｂｅｅｓａｍｐｌｅ．（ａ）ＡＲＴＰＯＣＳＴＶａｌｇｏｒｉｔｈｍ；（ｂ）ＡＲＴＢＯＳａｌｇｏｒｉｔｈｍ

　　在第二组实验中，等间隔选取３０幅折射角图像

分别使用 ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ算法和 ＡＲＴＢＯＳ算法

对图９（ａ）中红线所示的断层进行重建。在实验中，

将３．３节中步骤２）的收缩因子τ设置为０．０５，步骤

６）中的参数κ设定为０．８，迭代次数设定为１５０，重

建结果如图１１（ａ）和（ｂ）所示。对比图中红色方框
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所示的位置可知，ＡＲＴＢＯＳ算法对伪影有更强的

抑制作用。

５　结　　论

将压缩感知理论引入ＤＰＣＣＴ重建当中，并测

试 了 经 典 的 压 缩 感 知 算 法 如 ＧＰＳＲ 算 法 和

Ｂｒｅｇｍａｎ算法在 ＤＰＣＣＴ中的重建效果。在此之

后，将经典的ＡＲＴ算法融入Ｂｒｅｇｍａｎ迭代当中，提

出了适合相位项梯度重建的ＡＲＴＢＯＳ算法。仿真

实验表明，该算法在精度和重建速度上都优于

ＧＰＳＲ算法和 Ｂｒｅｇｍａｎ算法。随后，又将 ＡＲＴ

ＢＯＳ算法推广至相位项重建当中，仿真实验表明，

ＡＲＴＢＯＳ算法拥有比经典的 ＡＲＴＰＯＣＳＴＶ 算

法更快的收敛速度。最后，通过实验证明了上述算

法的有效性。综上所述，ＡＲＴＢＯＳ算法为 ＤＰＣ

ＣＴ的实际应用提供了一种有效的解决方案。
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