
书书书

第３２卷　第９期 光　学　学　报 Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．９

２０１２年９月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 犛犲狆狋犲犿犫犲狉，２０１２

双变量正交多项式描述光学自由曲面

王庆丰　程德文　王涌天
（北京理工大学光电学院，北京１０００８１）

摘要　推导了单位圆域和单位方域内的双变量正交多项式曲面的数学模型，详细分析了将不同正交多项式曲面应

用于自由曲面拟合的精度问题。采用均匀随机、阵列分布和环状辐射三种采样方式，并选择具有代表性的普通非

球面、自由曲面以及Ｐｅａｋｓ自由曲面进行了大量的拟合实验。实验结果表明：三种采样方法中，阵列采样的拟合适

应度最高；犡犢多项式和正交犡犢 多项式的拟合适应度最高；方域和圆域内正交的泽尼克多项式在曲面拟合中优势

显著；双变量正交切比雪夫多项式在方域内、阵列采样的情况下曲面拟合优势明显。
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１　引　　言

曲面拟合在逆向工程中有着非常广泛的应用。

在光学领域，曲面拟合在光学曲面重构、波前像差拟

合以及光学系统分析和优化等方面发挥极其重要的

作用［１～４］。在光机优化设计过程中，用有限元分析

（ＦＥＡ）软件完成系统热分析后，需要将面形变化的

数据进行曲面拟合，然后导入到光学设计软件中进

行像质评估［５，６］，以此指导光学系统的进一步优化

设计。通常温度变化引起的光学面形变化十分细

微，而且光学曲面和波前像差对拟合精度的要求非

常高，故曲面拟合的精度是光机有限元交互分析成

败的关键。

在自由曲面光学设计中，自由曲面的数学描述

方法［７～９］近年来取得了突破性的进展，其采用的面

形表达式变得更为复杂，增加了自由曲面面形之间

的转换难度。在成像领域，传统光学设计理论对自

０９２２００２１
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由曲面折反射式（例如自由曲面棱镜）等新颖光学系

统不再适用，甚至难以得到一个好的初始结构。一

种可行的解决方法是在现有庞大的专利库中选取传

统光学系统作为初始结构，然后逐渐将球面升级成

灵活的自由曲面以满足设计要求［１０］。在曲面升级

过程中需要对被转换曲面进行采样并拟合成更高级

的自由曲面；另一种途径是通过光学原理求解曲面

上的点云数据，然后拟合优化的方法，例如求解偏微

分方程的 ＷａｓｓｅｒｍａｎｎＷｏｌｆ方法
［１１］，根据物像关

系计算曲面上点云的多曲面同步设计法等［１２］，也需

要将点云数据进行高精度的曲面拟合以得到光学表

面的描述方程，便于进一步优化和分析以及后期的

加工。非成像领域也同样需要曲面拟合，例如ＬＥＤ

匀光照明光学系统的优化。

光学工程中波前拟合有着重要的应用。面形检

测中波前拟合的精度直接关系到检测的精度，光学

设计中的波像差计算等也需要对波前进行拟合。在

光学设计软件的波像差拟合计算中，一般可以提供

两种采样方式：环形辐射采样和阵列采样，数目可以

从６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ到１０２４ｐｉｘｅｌ×１０２４ｐｉｘｅｌ。

现有的波前拟合绝大部分采用泽尼克于１９６４年提

出的泽尼克多项式，其在单位圆内正交且各项系数

可以与赛德尔像差相对应，在光学设计、检测和装调

等领域得到了最广泛的应用。但是，随着光学技术

的发展，在一些系统中被检测曲面可能是矩形甚至

是方形，此时采用圆域正交的泽尼克多项式进行拟

合已不能满足正交条件，故而不能准确表示像差。

针对圆域正交的泽尼克多项式不适用于方域的

不足，需要研究新的正交多项式在其他形域内进行

波前拟合。Ｌｉｕ等
［１３］采用双变量正交切比雪夫多项

式进行矩形曲面的拟合，成功的装调了一个 Ｗ 型的

方形光学补偿器；Ｍａｈａｊａｎ等
［１４～１６］则以单位圆内正

交的泽尼克多项式为基，通过正交构造的方式得到

方域、圆域以及六边形域内的泽尼克多项式，并提出

可以在相应的检测方法中应用。

由于各项之间的正交性，正交多项式在拟合应

用中有诸多优势：更敏感、高效的优化进程；正交多

项式各项系数独立，相互间互不影响，优化中增加高

次项的优化效果明显，无论幂次多高，原先各低阶项

的系数值都不会改变。鉴于正交多项式的诸多优

点，构建其它域内正交多项式并进行光学自由曲面

的拟合研究是一项非常有意义的工作。

本文针对曲面拟合应用中的实际问题，利用

Ｍａｔｌａｂ软件分别在圆域内和方域内构造了双变量

正交多项式自由曲面，利用均匀随机、阵列分布和环

状辐射三种不同的采样类型，通过大量实验全面地

验证正交多项式对不同自由曲面的拟合效果，并详

细给出了实验分析结果。

２　双变量正交多项式构造方法

２．１　正交多项式面形研究背景

正交多项式在光学中应用广泛，尤其是泽尼克

多项式在光学领域的应用。利用正交的数学性质，

Ｆｏｒｂｅｓ根据最小二乘原理和正交多项式的特点，

２００７ 年 构 造 出 旋 转 对 称 非 球 面 的 “Ｆｏｒｂｅｓ

Ａｓｐｈｅｒｅ”模型
［７］，２０１２年构造出新的自由曲面数学

模型［９］。两种面形在设计中可以控制面形曲率变化

的程度、可以控制面形公差在可检测的范围内以及

可以控制面形得到最佳球面等诸多优势［１７～２０］，是近

几年自由曲面光学领域的一个重大进展。

２．２　双变量正交多项式的构造

格雷姆 施瓦兹正交化方法是正交构造中使用

较普遍的方法，其单变量的构造方法［２１］依照正交要

求修改后可以构造双变量的正交多项式，方法如下。

给定一个初始的多项式｛狌狀｝
∞
狀＝０，令｛ψ狀｝

∞
狀＝０代表

正交、非归一化多项式，｛狀｝
∞
狀＝０代表正交、归一化多

项式，可表示为

ψ０ ＝狌０

０ ＝ ψ０

ψ
２
０狑ｄ狓ｄ槡 狔

……

ψ犻 ＝狌犻－（狌犻犻－１狑ｄ狓ｄ狔）犻－１

犻 ＝ ψ犻

ψ
２
犻狑ｄ狓ｄ槡

烅

烄

烆 狔

， （１）

如果方程归化成犖犿犖狀 而不是１，则需要做以下修

改：

ψ
２
犻狑ｄ狓ｄ狔＝犖

２
犿犖

２
狀

犻 ＝犖犿犖狀
ψ犻

ψ
２
犻狑ｄ狓ｄ槡

烅

烄

烆 狔

． （２）

　　双变量的正交构造方法不仅只有一种，除以上

方法外，１９７５年Ｋｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒ提出一种利用单变量

正交多项式构造双变量正交多项式的方法［２２］。

设狑１是在区间［犪，犫］的权重函数，狑２是在区间

［犮，犱］的权重函数。

０９２２００２２
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ρ在区间［犪，犫］内是正函数且具有如下性质：

１）ρ是最高项系数为１的多项式；

２）ρ是最高项系数为２的多项式的根，且假定

犱＝－犮＞０，狑２ 在区间［犮，犱］是偶函数。

则双变量正交多项式的表达式为

犘狀犽（狓，狔）＝狆狀－犽，犽（狓）［ρ（狓）］
犽
狇犽

狔

ρ（狓
［ ］），

０≤犽≤狀 （３）

权重函数为

犠（狓，狔）＝狑１（狓）狑２［ρ
－１（狓）狔］，　（狓，狔）∈犚

（４）

式中犚为

犚＝ ｛（狓，狔）：犪＜狓＜犫，犮ρ（狓）＜狔＜犱ρ（狓）｝．

（５）

　　利用上述方法，可以对切比雪夫多项式直接构

造写出方域内ρ等于１的双变量正交多项式的形

式，可表示为

犆犿狀 ＝犆犿（狓，狔）犆狀（狓，狔）， （６）

∫
１

－１
∫
１

－１

犆犿（狓，狔）犆狀（狓，狔）
ｄ狓ｄ狔

１－狓槡
２ １－狔槡

２
＝

０， 犿≠狀

犓， 犿＝｛ 狀
（７）

犓 ＝

π
２， 犿＝狀＝０

π
２／４， 犿≠０，狀≠０

π
２／２．

烅

烄

烆 ｅｌｓｅ

（８）

　　利用 Ｋｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒ方法可以根据单变量正交

多项式的递推公式构造到任意项双变量正交多项式

而没有数值舍入误差，在自由曲面设计的应用中具

有很大潜力。例如，方域内双变量正交切比雪夫多

项式的展开项与赛德尔像差有着对应关系，其傅里

叶变换也较为便利，可以在检测柱面等光学元件中

采用此类多项式进行波前拟合、干涉条纹检测及其

他应用［１３］。

３　数据抽样

采样方式、采样频率和曲面表达式是影响曲面

拟合精度的关键因素，Ｋａｙａ等
［２３］利用泽尼克多项

式研究了不同采样方式对拟合精度的影响；对采样

数量来说，理论上一般是采样数量较多为好，在实际

拟合过程中一种比较常用的方法是在面形变化剧烈

的地方采样较多的数据点，这样既可以提高采样精

度又不增加过多的采样和计算负担。

拟合试验中，依据Ｋａｙａ文章中的相关结论并保

证采样频率满足采样定律，经过不同采样频率的实验

验证，表明使用５００左右采样点数进行拟合可以在时

间和空间上实现比较好的效果；实验中圆形面形的直

径为５０ｍｍ，方形面形的对角线为５０ｍｍ，为保证正

交性，拟合时需要进行归一化操作。

为保证拟合实验的普适性，采用均匀随机分布

［图１（ａ），（ｄ）］、环形辐射分布［图１（ｂ），（ｅ）］和阵列

图１ 圆形和方形曲面的三种采样类型

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｒｅｅｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄｓｏｆｔｈｅｕｎｉｔｃｉｒｃｕｌａｒａｎｄｓｑｕａｒｅｃｕｒｖｅｄｓｕｒｆａｃｅ
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分布［图１（ｃ），（ｆ）］三种采样方法分别对圆形和矩形

曲面上的点进行抽样，在选取拟合面形后，首先通过

非线性迭代优化方法拟合出最佳二次曲面基底，并

用点云数据减去二次基底项得到一组残余矢高点云

数据，然后利用面形的多个正交项通过最小二乘法或

奇异值分解（ＳＶＤ）法将新点云数据进行线性拟合。

选用的多项式拟合最高项数和商用光学设计软

件中的光学面形最高项数是一致的，这个项次的选择

经过很多光学研究者的论证，满足大部分的光学应

用，众多的光学设计软件使用者和光学设计系统的成

功加工等可以间接验证出现过拟合的情况很少。

与过拟合现象关系较密切的是采样点数对拟合

的影响，采样点的过多或过少都可能会出现过拟合

现象。实际操作中通过理论和经验结合的方式避免

过拟合现象的出现。

４　拟合实验与结果分析

分别采用以下多项式进行面形拟合精度分析：

旋转对称非球面（ＡＳＰ）、犡犢 多项式（ＸＹＰ）、正交

犡犢多项式（ＯＸＹＰ）、泽尼克多项式和切比雪夫双变

量正交多项式。正交多项式分为圆域正交多项式和

方域正交多项式，其中 ＯＸＹＰ是利用格雷姆 施瓦

茨正交化方法分别在圆域和方域内对ＸＹＰ进行正

交构造得到的；方域泽尼克多项式是参照文献［１４］

中所述的方法并利用格雷姆 施瓦兹正交化方法构

造得 到；切 比 雪 夫 双 变 量 正 交 多 项 式 采 用

Ｋｏｏｒｎｗｉｎｄｅｒ方法进行构造。用圆域正交的多项式

拟合圆形采样的数据，方域正交多项式拟合方形采

样的数据，保证不同拟合时多项式的正交性。

为实验普适性考虑，对四种具有代表性的面形

进行点云数据抽样，它们包括旋转对称非球面、浅度

自由曲面、深度自由曲面、Ｐｅａｋｓ自由曲面。其中

Ｐｅａｋｓ自由曲面的空间频率最高，在相同项次拟合

的情况下拟合误差会比较大。

考虑在ＣｏｄｅＶ光学软件
［２４］中多项式面形的项

数最高为６６项，因此将实验中采用的最高拟合项数

定为６６项。在波前检测等领域中需要根据所要求

的精度合理地选择项数。

图２为对普通非球面进行拟合时各种正交多项

式的拟合精度。图中横坐标代表不同的拟合项数，

纵坐标代表均方根（ＲＭＳ）值拟合误差，后文中其他

附图坐标与此相同。普通非球面利用旋转对称多项

式拟合可以在较少的项次条件下达到比较高的拟合

精度，ＲＭＳ误差最小为５．２８２×１０－７ｍｍ，在亚纳米

量级。其它多项式的拟合误差在１０－５～１０
－６ ｍｍ

量级，这是因为没有刻意剔除非对称拟合项，所以导

致精度相对较低，但也能满足使用要求。在项次增

加后，ＸＹＰ的拟合精度最优，ＯＸＹＰ次之。圆域正

交泽尼克多项式比圆域正交双变量切比雪夫多项式

图２ 旋转对称非球面采样数据的多项式拟合结果

Ｆｉｇ．２ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｄａｔａｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｌｙｓｙｍｍｅｔｒｉｃａｓｐｈｅｒｉｃｓｕｒｆａｃｅ
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拟合误差小；方域正交切比雪夫多项式比方域正交

泽尼克多项式拟合误差小，在阵列采样中其拟合效

果仅次于ＸＹＰ。

图３和图４为两类自由曲面的拟合误差对比

图。如表１所示，在６６项拟合情况下，ＸＹＰ 和

ＯＸＹＰ的拟合ＲＭＳ误差在１０－７ ｍｍ量级上，其中

圆形浅度自由曲面的ＸＹＰ拟合ＲＭＳ误差最小为

１．１０２×１０－７ ｍｍ；深度自由曲面的ＸＹＰ最小拟合

误差为２．６０３×１０－７ ｍｍ；方形浅度自由曲面的

ＸＹＰ拟合误差最小为６．３１０×１０－８ ｍｍ，深度自由

曲面的ＸＹＰ最小拟合误差为２．３９６×１０－７ｍｍ；并

图３ 浅度非旋转对称自由曲面采样数据的拟合结果

Ｆｉｇ．３ Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｄａｔａｏｆｍｉｌｄｓｌｏｐｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ

图４ 深度非旋转对称自由曲面采样数据的拟合结果

Ｆｉｇ．４ Ｆｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｄａｔａｏｆｄｅｅｐｓｌｏｐｅｓｙｍｍｅｔｒｉｃｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ
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且以上４个极小值都是在阵列采样的情况下得到

的，表明ＸＹＰ的拟合采用阵列采样会得到好的拟

合效果。环形辐射采样条件下，浅度自由曲面在圆

域内误差最小值，深度自由曲面在在方形域内取得

极小值。圆域内，泽尼克多项式相对于切比雪夫多

项式的拟合适应度较好，其中圆域正交泽尼克多项

式拟合效果较好，切比雪夫正交多项式值在阵列采

样的情况下有较好的采样误差，最好结果达到了

１．５６５×１０－７ｍｍ，而在其它采样情况下误差最高有

１．５８２×１０－４ ｍｍ，差别显著。从实验结果可知，不

同的采样类型对自由曲面拟合误差的影响比较明

显，ＸＹＰ和ＯＸＹＰ适于采用阵列采样进行拟合，而

环形辐射采样则对泽尼克多项式拟合效果好，方域

正交的切比雪夫多项式采用阵列采样效果好。

图５是针对Ｐｅａｋｓ函数面形的拟合结果。对于

此类面形变化比较剧烈的自由曲面面形，圆域泽尼

克正交和切比雪夫多项式的整体拟合效果较好，最

小ＲＭＳ误差在１０－２毫米量级，其中圆域正交泽尼

克多项式在均匀随机采样方式下拟合ＲＭＳ误差最

小，为３．５２７×１０－２ｍｍ。方域切比雪夫多项式的拟

合效果最好，特别是在阵列采样拟合中，ＲＭＳ误差

达到８．９９７×１０－３ ｍｍ，比其它多项式拟合精度高

１～２个数量级，具体数据如表１所示。

图５ Ｐｅａｋｓ自由曲面采样数据的拟合结果

Ｆｉｇ．５ ＦｉｔｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓａｍｐｌｉｎｇｄａｔａｏｆＰｅａｋｓｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ

　　表１给出了在采用６６项多项式进行拟合的情

况下，在方形和圆形曲面分别采用三种抽样方式并

选取四种面形进行拟合的ＲＭＳ误差。图６和图７

将表１的数据以折线的方式直观地显示出来。图中

横坐标代表拟合采用的正交多项式，纵坐标代表为

６６项多项式拟合的ＲＭＳ误差。结合图６、７和表１

所给的数据趋势，可以分析出ＸＹＰ和 ＯＸＹＰ的拟

合适应度最好，在各种采样情况下均能得到比其他

多项式低的拟合误差。

在采样类型中，阵列采样的拟合适应度最好，如

表１所示，在４０组拟合实验中，有２４次误差最小值

是在阵列采样方式的情况下取得的，占总数的

６０％；环形辐射采样类型有９次出现最小值，占总数

的２２．５％，均匀随机占其余的１７．５％。

环形辐射采样类型所取得的９次最小拟合误差

中，泽尼克多项式占４次，占４４．５％，普通非球面２

次，切比雪夫多项式２次，ＯＸＹＰ占１次。

而阵列采样的２４个极小值中，泽尼克多项式仅

有３次，ＸＹＰ、ＯＸＹＰ和切比雪夫多项式各有６次，

另３次为普通非球面。对于旋转对称面形的拟合，

采用旋转对称的多项式拟合可以在比较少的项次情

况下取得相对于其他多项式高很多的拟合误差，这

表明在已知拟合面形为旋转对称情况下，选择具有

旋转对称的多项式可以取得较好的效果。依此分

析，如果其他多项式在拟合中仅挑选旋转对称的项

次进行拟合，可以达到和旋转对称多项式相近甚至

０９２２００２６
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更优的拟合效果，因为ＸＹ多项式不仅包含普通非

球面的项数，还具有普通非球面没有的其它项，有更

大的拟合自由度，所以理论上能取得更好的拟合效

果。此外，三种采样方式下不同多项式拟合误差的

差别非常小，数据采样方式对旋转对称曲面拟合精

度的影响很小。

表１ 几种多项式在拟合系数为６６时的拟合精度ＲＭＳ值

Ｔａｂｌｅ１ ＲＭＳｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｗｉｔｈｆｉｔｔｉｎｇｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆ６６

Ｓｈａｐｅ Ｓｕｒｆａｃｅｓ Ｓａｍｐｌｉｎｇ ＡＳＰ ＸＹＰ ＯＸＹＰ Ｚｅｒｎｉｋｅ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ

Ｃｉｒｃｌｅ

Ｓｑｕａｒｅ

Ｓｙｍａｓｐｈｅｒｅ

Ａｓｙｍｆｒｅｅｆｏｒｍ

ｓｕｒｆａｃｅ１

Ａｓｙｍｆｒｅｅｆｏｒｍ

ｓｕｒｆａｃｅ２

Ｐｅａｋｓｆｒｅｅ

ｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ

Ｓｙｍａｓｐｈｅｒｅ

Ａｓｙｍｆｒｅｅｆｏｒｍ

ｓｕｒｆａｃｅ１

Ａｓｙｍｆｒｅｅｆｏｒｍ

ｓｕｒｆａｃｅ２

Ｐｅａｋｓｆｒｅｅ

ｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ

Ｒａｎｄｏｍ ７．７５２×１０－７ ７．０５９×１０－７ ７．０５９×１０－７ ７．９７４×１０－６ １．１４０×１０－５

Ｃｉｒｃｕｌａｒ ７．３２５×１０－７ ６．５０５×１０－７ ６．５０５×１０－７ ７．８１２×１０－６ １．３２５×１０－５

Ａｒｒａｙ ６．７００×１０－７ ６．４４７×１０－７ ６．４４７×１０－７ ７．９０２×１０－６ １．１５７×１０－５

Ｒａｎｄｏｍ ４．７２５×１０－３ ６．１５６×１０－７ ６．１５６×１０－７ ３．１７１×１０－５ １．５２２×１０－４

Ｃｉｒｃｕｌａｒ ４．６３７×１０－３ ６．８１０×１０－７ ６．８１０×１０－７ ８．２７７×１０－５ ８．３４５×１０－５

Ａｒｒａｙ ４．５５９×１０－３ ２．６０３×１０－７ ２．６０３×１０－７ ２．１８６×１０－５ ３．０１３×１０－５

Ｒａｎｄｏｍ １．６３１×１０－２ １．３１４×１０－７ １．３１４×１０－７ １．４８３×１０－５ ７．１９５×１０－５

Ｃｉｒｃｕｌａｒ １．６４８×１０－２ １．４０６×１０－７ １．４０６×１０－７ ６．５７１×１０－６ ６．５７７×１０－６

Ａｒｒａｙ １．６４４×１０－２ １．１０２×１０－７ １．１０２×１０－７ ７．６２４×１０－５ １．１１１×１０－４

Ｒａｎｄｏｍ １．１６６ １．２０４×１０－１ １．２０４×１０－１ ３．５２７×１０－２ ３．７２１×１０－２

Ｃｉｒｃｕｌａｒ １．１４５ １．６８１×１０－１ １．６８１×１０－１ １．００５×１０－１ １．０１３×１０－１

Ａｒｒａｙ １．３１０ １．５２６×１０－１ １．５２６×１０－１ ２．４０９×１０－１ ２．４１５ｅ×１０－１

Ｒａｎｄｏｍ ５．９８７×１０－７ ５．５２９×１０－７ ３．７７５×１０－６ １．２５１×１０－５ ３．７１８×１０－６

Ｃｉｒｃｕｌａｒ ５．２８２×１０－７ ５．１１４×１０－７ ２．１３９×１０－６ １．１２８×１０－５ ２．５６６×１０－６

Ａｒｒａｙ ５．６８４×１０－７ ４．９７７×１０－７ ６．０２０×１０－６ １．５９１×１０－５ ３．２５０×１０－６

Ｒａｎｄｏｍ ３．６２８×１０－３ ５．３１０×１０－７ ３．６００×１０－５ ５．１３６×１０－５ ４．８３４×１０－５

Ｃｉｒｃｕｌａｒ ３．６５６×１０－３ ４．９９８×１０－７ １．０１４×１０－５ ３．１８４×１０－６ ３．２０２×１０－５

Ａｒｒａｙ ３．８１９×１０－３ ２．３９６×１０－７ ９．３５１×１０－６ ６．５７８×１０－６ ６．１５３×１０－６

Ｒａｎｄｏｍ １．３００×１０－２ １．１１０×１０－７ ５．６７６×１０－６ １．４１９×１０－４ １．５８２×１０－４

Ｃｉｒｃｕｌａｒ １．３４５×１０－２ １．１０２×１０－７ ４．４３２×１０－６ ２．９２３×１０－６ ４．９１８×１０－６

Ａｒｒａｙ １．４２６×１０－２ ６．３１０×１０－８ ５．１９９×１０－７ ２．２３９×１０－６ １．５６５×１０－７

Ｒａｎｄｏｍ １．２６４ １．３００×１０－１ １．７６４×１０－１ ２．５６１×１０－１ ７．６１４×１０－２

Ｃｉｒｃｕｌａｒ １．２３５ １．６９３×１０－１ １．９８７×１０－１ ２．７２９×１０－１ ２．７５４×１０－２

Ａｒｒａｙ １．１２０ １．４１６×１０－１ １．４７８×１０－１ ２．１８９×１０－１ ８．９９７×１０－３

图６ 方形曲面三种抽样情况下不同多项式的拟合精度对比

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｗｉｔｈｓｑｕａｒｅａｐｅｒｔｕｒｅｉｎｔｈｒｅｅｓａｍｐｌｉｎｇｇｒｉｄｓ
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图７ 圆形曲面三种抽样情况下不同多项式的拟合精度对比

Ｆｉｇ．７ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｆｉｔｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｗｉｔｈｃｉｒｃｌｅａｐｅｒｔｕｒｅｉｎｔｈｒｅｅｓａｍｐｌｉｎｇｇｒｉｄｓ

图８ 干涉测量点数据。（ａ）圆形面形；（ｂ）方形面形

Ｆｉｇ．８ Ｐｏｉｎｔｄａｔａｆｒｏｍｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ．（ａ）Ｃｉｒｃｕｌａｒｓｕｒｆａｃｅ；（ｂ）ｓｑｕａｒｅｓｕｒｆａｃｅ

　　由此不难得出，在进行旋转对称曲面拟合时，采

样方式对拟合精度的影响不明显；如果采用双变量

多项式进行拟合，恰当地选取多项式的项数就可以

达到事半功倍的效果。

在相同的实验条件下，ＸＹＰ和ＯＸＹＰ对实验面

形的拟合适应度较广，拟合精度相对较好，在不涉及

像差分析的情况下，采用ＯＸＹＰ进行拟合是一个比

较好的选择。可以在光学设计中采用ＯＸＹＰ作为光

学面形进行优化，能够利用正交特性保证优化速度。

同时综合实验数据（图２～５）可以得出，在拟合项数达

到２０时，拟合ＲＭＳ误差有比较明显的下降，之后的

变化则趋于平缓。所以，对于一般的光学面形，采用

２０项左右就可达到比较好的拟合效果。

三种抽样方式中，阵列采样的拟合适应度最好；

环形辐射采样对于泽尼克多项式拟合也有比较高的

适应度；对Ｐｅａｋｓ类型的自由曲面，随机采样的适应

度相对其它面形适应度较高。

圆域、方域内正交的泽尼克多项式的拟合适应

度好；如果是方形波前并且采用阵列采样的情况下，

方域内正交的双变量切比雪夫多项式是拟合多项式

的首选。所以在进行波前拟合和系统装调等需要对

像差进行分析时，圆形波前检测图用圆域正交的泽

尼克多项式拟合；对于方形的波前检测图，如果采用

阵列抽样则首选方域内正交的双变量切比雪夫多项

式进行拟合，否则使用方域内正交的泽尼克多项式

拟合。

经过光学设计软件的验证，面形转换或点云拟

合的精度在波长量级基本上可以满足使用要求，根

据实验数据，除Ｐｅａｋｓ自由曲面外采用６６项次的多

项式拟合精度满足光学使用要求。对于Ｐｅａｋｓ自由

０９２２００２８
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曲面和其它类似的自由曲面，由于曲面空间频率太

高［２５］，光学设计的常用面形所给的系数是不能满足

要求的，实际中可以编写用户自定义面形进行面形

表述和优化。

为更好的验证结论的正确性，使用Ｆｉｓｂａ干涉

仪测量了圆形和方形的面形点数据，数据为阵列分

布类型，圆形采样点为１０４０，方形点为７８４，测量面

形直径为１６ｍｍ。面形的干涉测量数据和拟合结

果如图８和图９所示。从图９拟合误差曲线结果可

以看到拟合结论和实验的拟合结论一致。

图９ 干涉数据拟合误差。（ａ）圆形拟合；（ｂ）方形拟合

Ｆｉｇ．９ ＲＭＳｅｒｒｏｒｏｆｆｉｔｔｉｎｇｕｓｉｎｇｔｈｅｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｄａｄａ．（ａ）Ｃｉｒｃｕｌａｒｆｉｔｔｉｎｇ；（ｂ）ｓｑｕａｒｅｆｉｔｔｉｎｇ

５　结　　论

本文通过构造方域和圆域内的双变量正交多项

式，详细分析了两种形域内的双变量多项式的拟合

精度。针对三种不同的采样类型，分别对三种具有

代表性的曲面进行了采样和数据拟合。实验结果表

明：对于旋转对称非球面的数据拟合，采样类型影响

不大；对一般的自由曲面数据拟合，阵列采样类型的

适应度最好；ＸＹＰ和 ＯＸＹＰ两种多项式的拟合适

应度较好，并且在阵列采样的拟合中，首选 ＯＸＹＰ

进行拟合；在光学设计的自由曲面面形转换中，采取

２０项多项式一般就可以满足使用要求。结论可以

应用于光学面形拟合、ＦＥＡ数据转换和波前检测等

方面的研究和生产，也可以应用于光机分析数据交

互软件的研发。此外，文中多项式的最高拟合项次

为６６项，所以Ｐｅａｋｓ自由曲面的拟合误差较大，这

是由于Ｐｅａｋｓ自由曲面的空间频率较高所致，可以

在增加多项式拟合系数的情况下达到更高的精度。

致谢　本文干涉测量数据由北京理工大学光电学院

文永富博士提供，特此感谢。
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