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小波相位分析测量成像径向畸变

杨初平　刘　岩　李　海
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摘要　为了测量光学成像像面各个像素的径向畸变大小，提出将小波变换载频条纹相位分析应用于径向畸变测

量。采用正弦载波条纹作为测量模板，把径向畸变转化为径向调制相位。应用条纹相位分析导出径向调制相位和

径向畸变的转化关系。采用小波频率估计和相位估计提取变形条纹的相位，由于变形条纹中心点是零畸变，中心

点的瞬时频率和相位可以计算参考条纹的基频相位。两种基频相位之差就是与所有像素径向位置畸变分布对应

的三维调制相位 称为径向畸变分布。利用校正公式和立方卷积插值算法对彩色畸变图像进行校正，给出详细

的理论分析和实验结果。
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１　引　　言

载波条纹相位分析［１～１０］是实现三维形貌测量

的有效方法，它把高度调制到载频条纹的相位上获

得变形条纹，通过比较变形条纹与参考条纹的相位

差异提取调制相位，再依据一定的几何关系转换为

高度分布。在不考虑镜头畸变效应的理想成像过程

中，像与物严格相似，像面上各点的放大率是相同

的。然而实际上，由于成像系统镜头径向畸变效应

不可避免，造成像的实际位置产生改变；一旦实现镜

头径向畸变的准确测量，就可以实现对畸变图像的

校正。

当对参考条纹进行成像时，成像系统会将镜头

畸变调制到参考条纹中而形成变形条纹，可用载波

条纹相位分析进行畸变测量。

０９１２００１１
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目前模板标定法测量镜头径向畸变的主要方

法［１１～１８］，即通过设定模板上规则排列的离散点或者

网格点作为特征点，通过识别像面上特征点来计算

镜头畸变。上述方法只能设定几百个特征点（像

素），通过图像识别并提取这些特征点携带的畸变，

最后插值拟合获得径向畸变大小分布，无法直接获

得像面上所有像素的畸变，因而测量精度受到限制。

本文以纵向正弦条纹作为载波，把径向畸变转

化为条纹调制相位，利用小波变换法［６～１０］多分辨特

点来提取条纹调制相位。本方法能直接提取像面上

所有像素点的径向畸变，从而提高测量精度和效率。

２　图像畸变模型

光学镜头的成像不是理想的小孔透视模型，由

于组成摄像机光学系统的透镜组不完善造成成像畸

变。畸变分为径向畸变、偏心畸变和薄棱镜畸变，其

中影响测量精度主要是径向畸变，因此本文研究径

向畸变。

设成像系统的光轴垂直物面，图像与光轴交点

就是图像中心点，成像系统对光轴具有旋转对称性，

则与中心点相同距离的点具有相同的径向畸变。以

图像像素坐标系描述的径向畸变模型可表示为［１６］

狓ｄ＝狓＋
狓－狓０
狉
犜（狉）

狔ｄ＝狔＋
狔－狔０
狉
犜（狉

烅

烄

烆
）

， （１）

式中 （狓，狔）为理想像点的坐标，（狓ｄ，狔ｄ）为对应的

畸变像点的坐标，像中心点为（狓０，狔０），犜（狉）为径向

畸 变 函 数，狉（狓，狔）＝ （狓－狓０）
２
＋（狔－狔０）槡

２，

犜（０）＝０表示图像中心是零畸变。采用畸变中心为

原点的极坐标系，则径向畸变表示为

Δ狉＝狉－狉ｄ＝犜（狉）， （２）

式中狉ｄ（狓ｄ，狔ｄ）＝ （狓ｄ－狓０）
２
＋（狔ｄ－狔０）槡

２，径向

畸变测量就是获得犜（狉）。

３　条纹相位小波分析

测量系统如图１所示。调整光轴垂直模板平

面。测量模板经过成像系统成像后，采集到一幅变

形条纹。

３．１　基本原理

纵向正弦条纹的理想像就是条纹相位分析中的

参考条纹，可以表示为［１］

犵ｒ（狓，狔）＝犃ｒ１ｅｘｐｊ２π犳０狓＋ｒ１（狓，狔［ ］｛ ｝） ．（３）

图１ 系统示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ

图２ 条纹畸变示意图

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｏｆｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

　　由于成像系统畸变的调制作用，采集到的畸变

图像就是变形条纹。参考条纹和变形条纹分别对应

图２中的实线和虚线。受到环境照明因素和成像系

统内部因素的影响，采集到的变形条纹不可能是严

格的正弦条纹，因此变形条纹可以表示为［１］

犵ｄ（狓，狔）＝狉（狓，狔）∑
∞

狀＝－∞

犃ｄ狀×

ｅｘｐｊ２π狀犳０狓＋ｄ狀（狓，狔［ ］｛ ｝） ，（４）

式中犳０ 为条纹的基频频率，犃ｒ１、犃ｄ狀 分别为参考条

纹和变形条纹的傅里叶频谱的幅值，狉（狓，狔）为物平

面的非均匀反射率，ｒ１（狓，狔）、ｄ狀（狓，狔）分别表示参

考条纹和变形条纹的调制相位。

要测量变形条纹各个像素的调制相位，只需要

变形条纹和参考条纹的基频成分。对（４）式进行滤

波处理，提取基频成分：

犵ｄ１（狓，狔）＝狉（狓，狔）犃ｄ１ｅｘｐｊ２π犳０狓＋ｄ１（狓，狔［ ］｛ ｝） ，

（５）

（５）式和（３）式的相位相减得相位差
［１］

Δ（狓，狔）＝ｄ１（狓，狔）－ｒ１（狓，狔）＝２π犳０狉犃犅，

（６）

由于径向畸变，沿径向犗犃犅，像素从犅点移动到犃

点，产生的调制相位为Δ（狓，狔）。径向畸变狉犃犅 ＝

Δ狉＝狉－狉ｄ＝犜（狉）。径向畸变具有径向对称性，除

０９１２００１２
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了沿径向ＯＡＢ，过Ｏ点的其他径向，纵向条纹也具

有周期性，因而经变形条纹中心点犗，也可以提取其

他径向调制相位Δ犳（狓，狔），径向调制相位Δ犳（狓，

狔）和相应径向畸变Δ狉的关系式为

Δ犳（狓，狔）＝２π犳Δ狉＝２π犳犜（狉）， （７）

式中犳表示变形条纹沿相应径向的基频频率，当径

向沿犗犃犅 方向时，变形条纹的基频频率为犳０。由

（７）式可知，求得径向调制相位Δ犳（狓，狔），即可得到

径向畸变Δ狉；另外，对于一定的径向畸变Δ狉，较高的

基频频率犳可获得较大的调制相位Δ犳（狓，狔），因此

可通过提高条纹频率提高测量精度。

３．２　小波相位分析

为了计算调制相位，需要获得变形条纹中不同

像素的相位。按照条纹相位的小波变换分析过程，

对变形条纹犵ｄ（狓，狔）沿狓方向作一维小波变换。设

犵ｄ（狓，狔）在狓方向的分布为犳（狓），其连续小波变换

系数定义为［６］

犠犳（犪，犫）＝∫
∞

－∞

犳（狓）ψ

犪，犫（狓）ｄ狓． （８）

采用Ｇａｂｏｒ小波函数作为母小波
［６］

ψ（狓）＝
１
４

槡π

２π

槡γｅｘｐ －
（２π／γ）

２狓２

２
＋ｊ２π［ ］狓 ，（９）

式中γ＝π
２

槡ｌｎ２，“”代表共轭运算，ψ

犪，犫（狓）＝

１

犪ψ
狓－犫（ ）犪

表示母函数ψ（狓）经过伸缩平移后得到

的一个小波序列，犪为将母小波函数进行伸缩的尺

度因子，犫为平移因子。对实信号犳（狓），采用解析小

波基进行连续小波变换，得到犠犳（犪，犫），其实部记为

Ｒｅ犠犳（犪，犫），虚部记为Ｉｍ犠犳（犪，犫），则幅值犃（犪，犫）

和相位φ（犪，犫）分别为
［６］

犃（犪，犫）＝ Ｒｅ犠犳（犪，犫［ ］）２
＋ Ｉｍ犠犳（犪，犫［ ］）槡

２，

（１０）

φ（犪，犫）＝ａｒｃｔａｎ
Ｉｍ犠犳（犪，犫）

Ｒｅ犠犳（犪，犫［ ］）． （１１）

（８）式描述了信号与小波序列的内积关系，其物理意

义是：连续小波变换可以理解为将犫点的信号与尺

度因子为犪的小波函数进行比较的结果，幅值和相

位综合反映了它们的相似程度，当被测信号的局部

频率估计与相应尺度的小波函数振荡频率相同或者

相近时，其小波系数的幅值相应较大。其中在各个位

置沿尺度轴方向上，小波变换系数幅值最大位置的

连线定义为小波变换的脊［６］，与脊对应的尺度因子

就是最佳尺度，记为犪狉犫，它的倒数就是位于犫点的信

号的瞬时频率估计犳犫 ＝１／犪狉犫。提取与脊对应的相位

估计值，得到犫点的相位值，表示为φ（犪狉犫，犫）。这样可

以获得变形条纹每个像素的相位φ犱（狓，狔）＝２π犳０狓＋

φ（狓，狔）
［６］。同理，变形条纹中心点是零畸变，该点的相

位信息可以计算参考条纹基频相位，若在变形条纹中

心点提取的相位表示为φ（犪狉０，狓０）＝２π犳０狓０＋φ０，则

参考条纹基频成分相位函数为φ（狓）＝２π犳０狓＋φ０，φ０

为初始调制相位；然后依据（６）式，与变形条纹的相位

相减，可以得到相位差。经过相位展开后，就得到三

维调制相位。

３．３　算法实现

上述方法获得的调制相位可以校正黑白图像或

者彩色图像。提取径向调制相位后依据（７）式计算

径向畸变函数，就能够对畸变图像进行灰度或者彩

色校正。校正像中每个复原点（狓，狔）的灰度值或者

彩色三原色值的建立采用立方卷积法［１９］计算公

式为

犵（狑）＝

１－２狑
２
＋ 狑 ３，狑 ＜１

４－８狑 ＋５狑
２
－ 狑 ３，１≤ 狑 ＜２

０，狑 ≥

烅

烄

烆 ２

，　犃＝

犵（１＋β）

犵（β）

犵（１－β）

犵（２－β

熿

燀

燄

燅）

Ｔ

，　犆＝

犵（１＋α）

犵（α）

犵（１－α）

犵（２－犪

熿

燀

燄

燅）

，

犅＝

狋（狓［ ］ｄ －１，狔［ ］ｄ －１）狋（狓［ ］ｄ －１，狔［ ］ｄ ）狋（狓［ ］ｄ －１，狔［ ］ｄ ＋１）狋（狓［ ］ｄ －１，狔［ ］ｄ ＋２）

狋（狓［ ］ｄ ，狔［ ］ｄ －１） 狋（狓［ ］ｄ ，狔［ ］ｄ ） 狋（狓［ ］ｄ ，狔［ ］ｄ ＋１） 狋（狓［ ］ｄ ，狔［ ］ｄ ＋２）

狋（狓［ ］ｄ ＋１，狔［ ］ｄ －１）狋（狓［ ］ｄ ＋１，狔［ ］ｄ ）狋（狓［ ］ｄ ＋１，狔［ ］ｄ ＋１）狋（狓［ ］ｄ ＋１，狔［ ］ｄ ＋２）

狋（狓［ ］ｄ ＋２，狔［ ］ｄ －１）狋（狓［ ］ｄ ＋２，狔［ ］ｄ ）狋（狓［ ］ｄ ＋２，狔［ ］ｄ ＋１）狋（狓［ ］ｄ ＋２，狔［ ］ｄ ＋２

熿

燀

燄

燅）

Ｔ

，

狊狉（狓，狔［ ］）＝犃犅犆， （１２）

式中上标“Ｔ”表示矩阵转置运算，狑是一个变量，α＝狓ｄ－［狓ｄ］，β＝狔ｄ－［狔ｄ］。（狓ｄ，狔ｄ）是依据（１）式计算出

来的畸变点坐标，不一定为整数，［狓ｄ］，［狔ｄ］分别为对狓ｄ，狔ｄ 向下取整数。对于黑白畸变图像校正，函数值

狋（·）表示畸变图像中像素的灰度值，狊［狉（狓，狔）］为复原点的灰度值；对于彩色畸变图像校正，需要分别对三
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种原色进行校正，这时函数值狋（·）为畸变图像中像

素的某种原色值，狊［狉（狓，狔）］为复原点的某种原

色值。

４　实验验证

１）调整光轴垂直参考模板平面。

２）图３是成像系统获得的变形条纹（６４０ｐｉｘｅｌ×

４８０ｐｉｘｅｌ），中心点／零畸变点位于（３２０，２４０）。图４是

变形条纹的三维调制相位。径向畸变具有左右对称

性，采用纵向载波条纹进行测量得到的三维调制相

位分布应呈现左右对称，图４中三维调制相位不呈

左右对称是按照三维形貌相位解调方法算出来的

（按照三维形貌条纹传感，对纵向条纹，若条纹向左

边变形，对应的是凹下的面形，若条纹向右边变形，

对应的是凸起的面形，因此只要把狔轴左侧数据取

负运算后左右两侧数据将呈现狔 轴对称）。对于纵

向条纹，沿不同径向也呈现周期性分布，但相应的基

频频率不同，因而调制相位不呈径向对称性。依据

（８）式，沿任何径向的调制相位与相应径向的基频频

率之比不变，不影响径向畸变的计算。

３）ＣＣＤ器件的测量精度至少可以达到０．５ｐｉｘｅｌ，

因而条纹位置测量精度将小于０．５ｐｉｘｅｌ。

４）图５表示图３中经过中心点犗、沿狔＝０方

向的直线犗犃犅 上各个像素的径向调制相位分布，

实线为实际测量数据，点线是经过３次多项式拟合

的分布曲线，把狔轴左侧数据取负运算后左右两侧

数据呈现狔轴对称（由于径向畸变的左右对称性，狔

轴上以犗 点为中心的左右径向畸变是一样的）。采

用条纹作测量模板，沿任何径向都呈周期性，不仅可

以提取沿直线犗犃犅 上的调制相位，也可以测量经

过图像中心、任意一个径向的畸变产生的调制相位，

作为比较，图６是经变形条纹中心点沿狔＝狓方向

上像素的调制相位分布，与图５很相似，由于条纹中

该方向的基频频率是沿狔＝０方向基频频率的

０．７０７倍，故沿狔＝狓 方向各个像素的调制相位

下降。

５）由于径向犗犃犅畸变数据点最密最多，有２×

３２０个点，以图５的径向犗犃犅畸变数据对彩色畸变

图像图７进行校正。设沿狓、狔方向的像素间距是犱，

则沿径向犗犃犅 的半径长度是３２０犱，所能校正的畸

变图像是半径不能大于３２０犱的区域，以对角线长度

为２×３２０犱 截 取 的 正 方 形 图 像 边 长 只 能 取

２×３２０／１．４１４＝４５２ｐｉｘｅｌ（因为正方形图像中对角

线上的像素间距等于犱的１．４１４倍），因此本文校正

图像尺寸取４５２ｐｉｘｅｌ×４５２ｐｉｘｅｌ，如图８所示。沿

畸变图像的对角线方向提取畸变数据，可以实现对

整幅图像的校正，对于６４０ｐｉｘｅｌ×４８０ｐｉｘｅｌ的畸变

图像，对角线方向上畸变数据点只有２×８０个，比径

向犗犃犅的２×３２０个要少，校正精度下降。

图３ 变形条纹

Ｆｉｇ．３ Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

图４ 径向畸变的调制相位

Ｆｉｇ．４ Ｍｏｄｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅｆｏｒｒａｄｉａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

图５ 狔＝０径向调制相位分布

Ｆｉｇ．５ Ｍｏｄｕｌａｔｅｄｒａｄｉａｌｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎ狔＝０
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图６ 狔＝狓径向调制相位分布

Ｆｉｇ．６ Ｍｏｄｕｌａｔｅｄｒａｄｉａｌｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎ狔＝狓

图７ 畸变图像

Ｆｉｇ．７ Ｄｉｓｔｏｒｔｅｄｃｏｌｏｒｉｍａｇｅ

图８ 校正图像

Ｆｉｇ．８ Ｃａｌｉｂｒａｔｅｄｃｏｌｏｒｉｍａｇｅ

５　结　　论

为了测量畸变像中每个像素的径向畸变，以正

弦载波条纹作为成像对象，把径向畸变信息调制到

变形条纹的相位中。结合小波条纹相位分析提出测

量成像系统径向畸变的新方法，能够获得像面上所

有像素的径向畸变数据；该方法虽然无法采集实现

相位解调需要的参考条纹，单靠采集的变形条纹采

用小波变换频率估计和相位估计从变形条纹的零畸

变点识别并提取参考条纹基频信息，提取三维调制

相位。经数值拟合径向调制相位后计算出径向畸变

分布，作为畸变图像校正的依据。
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