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根据稀疏基底选择抽样模型

李宏霄　陈晓冬　汪　毅　郁道银
（天津大学精密仪器与光电子工程学院，天津３０００７２）

摘要　在压缩传感技术应用中，根据稀疏基底选择抽样模型对重构结果影响很大。在傅里叶空间中，极坐标星形

抽样和随机抽样的重构效果差异巨大，应用傅里叶光学理论对傅里叶空间的频谱分布进行分析，从理论上解释了

原因，并且据此提出稀疏基底和抽样模型的匹配情况会影响重构效果。在小波空间中，进行了均匀抽样和随机抽

样的对比重构实验，发现后者的重构效果更好，并确定了根据稀疏基底选择合适抽样模型的可行性，为实际应用中

降低抽样率，提高重构效果提供了方法依据。
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１　引　　言

压缩传感技术方兴未艾，它的抽样率远低于奈

奎斯特 香农抽样定理规定的标准，但却具有非常好

的还原效果［１］，该技术主要应用于信号处理，因此各

个相关领域都开始引入该技术，比如医学计算机断

层扫描（ＣＴ）成像
［２，３］、快速核磁共振成像（ＭＲＩ）

［４，５］

等。Ｔａｋｈａｒ等
［６］做出了单像素成像的原型机，将压

缩传感技术低抽样率的优势发挥到了极高水平。近

些年来，国内也有很多学者开始了相关的研究，在光

信息处理领域，除了重建算法之外［７，８］，研究领域还

扩展到了光学器件［９］和非可见光波段［１０］，为光学带

来了新的发展契机。在各种压缩传感技术应用中，

都需要考虑抽样方式的问题，Ｃａｎｄｅｓ等
［１１］提出了

有限等距映射（ＲＩＰ）假设，该假设通过限制测量矩

阵以保证重构信号的准确性，同时也证明了采用随

机变量矩阵作为转换矩阵，能够最大限度地满足

ＲＩＰ的条件。在实验中Ｃａｎｄｅｓ等
［１２］对信号在傅里

叶空间的变换系数进行极坐标星形抽样，获得了非

常好的还原效果，但是他们没有将该结果与其他的

抽样方式进行比较。本文在此基础上，比较了极坐

０８０７００１１
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标星形抽样和等密度随机抽样的重构结果。实验表

明，在傅里叶变换空间中，极坐标星形抽样比随机抽

样的重构效果更好。此外，小波变换空间中，随机抽

样则比均匀抽样的重构效果更好。对上述两种现象

的产生原因进行了分析论证，本文并提出了根据稀

疏基底选择合适抽样模型的理念。

２　原理分析

图１是傅里叶空间中，极坐标星形抽样与随机

抽样的稀疏重构结果的比较，稀疏重构实验采用了

犾１ｍａｇｉｃ工具包
［１３］。图１（ａ）是原图像，图１（ｃ）是傅

里叶空间中极坐标星形抽样（２２ｌｉｎｅ；２７４０ｐｏｉｎｔ）

稀疏重构的结果，图１（ｃ）是傅里叶空间随抽样

（２７４０ｐｏｉｎｔ）稀疏重构的结果，两种情况的抽样率相

同，都抽取了傅里叶空间中的２７４０ｐｏｉｎｔ。描述稀

疏重构效果的还原误差为

ε＝狘狓′－狓狘２／狘狓狘２， （１）

式中狓′为重构信号，狓为原信号。通过还原误差率

的比较可以发现，图 １（ｃ）中的还原误差率为

２．２７％，图１（ｅ）中的还原误差为１３．８％，极坐标星

形抽样的重构效果较好。

图１ （ａ）原图；（ｂ）傅里叶空间中极坐标星形抽样模形与（ｃ）稀疏重构的结果；（ｄ）傅里叶空间随机抽样的

模型与（ｅ）稀疏重构的结果

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）ｓｔｅｌｌａｔｅｓａｍｐｌｉｎｇｍｏｄｅｌａｎｄ（ｃ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔ；（ｄ）ｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇｍｏｄｅｌａｎｄ

（ｅ）ｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｉｎＦｏｕｒｉｅｒｓｐａｃｅ

２．１　犚犐犘性质和随机抽样

压缩传感解决问题的思路是：假设有信号向量

狓∈犉，其中犉犚犚
犖，这个信号可以是数字信号也可

以是数字图像，如果该信号狓在某个基底中是稀疏

的，那么只要用很少的随机测量值狔，通过求解一个

简单的线性规划问题，就有可能以高精度还原该信

号。设狓的测量值狔为

狔＝犃狓， （２）

式中犃是测量矩阵，设重构的结果为狓，则通过求解

线性规划问题得到重构结果

狓′＝ａｒｇｍｉｎ
狓：犃狓＝狔

狓 犾
犖
１
． （３）

　　为了保证重构的准确性，Ｃａｎｄｅｓ等
［１１］引入了针

对测量矩阵犃的ＲＩＰ性质。设集合狋为列索引值的

集合，犃犜 表示犜中索引值对应于矩阵犃中的列组合

成的矩阵，狓犜 表示犜中索引值对应于信号狓中的项

组合成的向量，则可以说矩阵犃满足犽阶ＲＩＰ，如果

存在δ犽∈（０，１）对所有满足＃犜≤犽的集合犜有

（１－δ犽）狓犜
２

犾
犖
２ ≤ 犃犜狓犜

２

犾
犖
２ ≤

（１＋δ犽）狓犜
２

犾
犖
２
． （４）

通常来说，测量矩阵满足ＲＩＰ的阶数犽越大，则其

测量值重构还原的准确性就越高。就目前已知的结

果，随机矩阵通常能够很好地满足ＲＩＰ，因此利用随

机抽样矩阵来对原信号或原信号在其他空间的变换

系数进行测量，然后通过求解相应的规划问题重构

信号。

０８０７００１２
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２．２　傅里叶频谱特征分布

复函数犳（狓，狔）的傅里叶变换定义为

犉（犳狓，犳狔）＝犉｛犳（狓，狔）｝＝

∫∫
∞

－∞

犳（狓，狔）ｅｘｐ［－ｉ２π（犳狓狓＋犳狔狔）］ｄ狓ｄ狔，（５）

式中犉｛·｝表示傅里叶变换，其变换结果犉（犳狓，狔狔）

是犳（狓，狔）的傅里叶谱。函数犳（狓，狔）也可以用其频

谱函数犉（犳狓，犳狔）表示

犳（狓，狔）＝犉
－１｛犉（犳狓，犳狔）｝＝

∫∫
∞

－∞

犉（犳狓，犳狔）ｅｘｐ［ｉ２π（犳狓狓＋犳狔狔）］ｄ犳狓ｄ犳狔，（６）

式中犉－１｛·｝傅里叶逆变换。根据（６）式，二维傅里

叶变换可以看作是把函数犳（狓，狔）分解为基元函数

ｅｘｐ［ｉ２π（犳狓狓＋犳狔狔）］的线性组合，犉（犳狓，犳狔）就是对

应的权重因子，权重因子和基元函数整体构成了完

整的函数犳（狓，狔）。

为了分析傅里叶频谱对应于原空间的特征关

系，引入信息光学波动性分析的方法。波动光学中，

某一平面狓犗狔上传播的平面波的复振幅表示为

犝（狓，狔）＝犝０ｅｘｐ（ｉ犽狉）＝

犝０ｅｘｐ
２π

λ
（狓ｃｏｓα＋狔ｃｏｓβ［ ］），（７）

式中ｃｏｓα，ｃｏｓβ分别表示平面波波矢犽的方向余

弦。这样的一个单方向平面波正是其他复杂光波的

基本构成元素，把（７）式与基元函数ｅｘｐ［ｉ２π（犳狓狓＋

犳狔狔）］对比，可以将基本的平面波看作是一个基元，

于是有

犳狓 ＝ｃｏｓα／λ

犳狔 ＝ｃｏｓβ／
烅
烄

烆 λ
． （８）

　　于是可以用基元函数表示单位振幅的平面波，

传播方向为

ｃｏｓα＝λ犳狓

ｃｏｓβ＝λ犳
烅
烄

烆 狔

， （９）

随着 （犳狓，犳狔）的不同，此平面波在平面狓犗狔上的方

向也不同。

对于任意一对特定的（犳狓，犳狔），当（犳狓狓＋犳狔狔）＝

犖（犖为整数）时，有ｅｘｐ［ｉ２π（犳狓狓＋犳狔狔）］，相应的基

元函数在由

狔＝－
犳狓

犳狔
狓＋

犖

犳狔
（１０）

表示的直线上相位为０或２π的整数倍。因此如

图２所示，这些等相位线的法线与狓轴的夹角θ可

用犳狓、犳狔 表示成

图２ 基元函数的零相位直线族

Ｆｉｇ．２ Ｚｅｒｏｐｈａｓｅｓｔｒａｉｇｈｔｌｉｎｅｓｆａｍｉｌｙｏｆ

ｐｒｉｍｉｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

θ＝ａｒｃｔａｎ
犳狔
犳（ ）
狓

． （１１）

　　类似于时间频率用于表示特定波形在单位时间

内重复的次数，空间频率则是表示特定波形在单位

空间距离内重复的次数，因此空间频率也可以表示

透镜和照相底片等的分辨率，在本文中，空间频率则

表示二维数字图像的细节分辨率。空间频率的倒数

称为空间周期。图２中所示的空间周期（即相邻零

相位线间的间距）为

犔＝
１

犳
２
狓＋犳

２
槡 狔

， （１２）

而在狓、狔轴方向的周期为１／犳狓、１／犳狔，故犳狓、犳狔分别

称为沿狓方向和狔方向的空间频率，而沿等相位线

法线方向的空间频率为

犳＝ 犳
２
狓＋犳

２
槡 狔． （１３）

图３（ａ）是Ｌｅｎａ图像，图３（ｂ）是Ｌｅｎａ图像的傅里叶变

换，傅里叶空间的坐标分别为犳狓、犳狔，坐标原点的频

率值为（０，０），则以坐标原点为中心沿径向向外辐射

依次分布着低频区（红色圆区域内，彩图请见网络电

子版）、中频区（绿色圆和红色圆之间的区域）、高频

区（蓝色圆和绿色圆之间的区域）和超高频区（蓝色

圆之外的区域），各个频谱分区仅仅是为了方便说明

问题，没有确切的划分标准。现在以图中绿色圆上的

一点犘（用黄色星标识）为例说明傅里叶频谱空间的

分布特征与原图像信息之间的对应关系。点犘的坐

标为（犳狓，犳狔），其到原点的距离为犳，表示该点对应

于原图像上空间频率（图像细节分辨率）为１／犳的频

谱信息，绿色圆上的所有点全都对应于原图像上空

间频率为１／犳的频谱信息；点犘的两个坐标值（犳狓，

犳狔）则表示该点对应于原图像上方向为（ｔａｎθ＝

犳狔／犳狓）的空间频率的频谱信息，θ表示图像的细节

纹理与轴的夹角，所有与点犘在同一直径上的点全

０８０７００１３
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图３ （ａ）Ｌｅｎａ图像和（ｂ）其傅里叶变换的结果

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｌｅｎａｉｍａｇｅａｎｄ（ｂ）ｉｔｓＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｒｅｓｕｌｔ

都表示对应于原图像上方向为 （±θ＝ａｒｃｔａｎ犳狔／犳狓）

的空间频率的频谱信息。

通过分析图像傅里叶空间频谱分布特征，可发

现图１（ｂ）所示的２２条极坐标线以角度间隔π／２２

覆盖了傅里叶频谱的角度信息，同时这些极坐标线

贯穿原点，覆盖了几乎所有幅度范围内的频谱值，相

比较而言，图１（ｄ）所示的随机抽样模型则杂乱无

章，容易遗漏某些频谱幅值，从而导致稀疏重构的效

果。这就解释了图１所示现象，同时也为压缩传感

的应用找到了一个新的视角———稀疏基底和抽样模

型的匹配情况会影响重构效果，因此实际应用中应

该针对不同类型的稀疏基底，根据基底的信息分布

特征设计合适的采样模型，以降低抽样率。例如，在

傅里叶变换空间，频率的幅度比辐角包含更多的信

息量，因此图１（ｂ）的采样模型比图１（ｄ）的采样模型

具有更好的还原效果，当针对傅里叶变换设计采样

模型时，应该采集较多的频率幅度信息，适量采集辐

角信息，这样在同样的采样率下，符合傅里叶频谱信

息分布特征的采样模型可以保留更多的信息，得到更

好的还原效果。对于其他类型的变换空间，频谱的分

布特征可能会有所不同，但是可以依此类推，设计更

为“经济”的采样模型，降低采样率，提高还原效率。

３　小波基底的抽样模型实验及分析

小波变换作为稀疏基底进行相关的实验。实验

结果如图４所示，分别用随机抽样和均匀抽样模型

对信号的小波变换进行采样，如图４（ｆ）所示，均匀

抽样模型是将索引值为３倍数的行和列全部去掉，

留下的点就是最终的采样点，总采样点数为２９２４１，

采样率为４４．６％；随机抽样则是以相同的采样率在

小波空间随机选取２９２４１个点作为采样点，如

图４（ｅ）所示，图４（ｆ）和图４（ｅ）中白色点为采样点。

随机抽样稀疏重构还原误差率为１．８５％，均匀抽样

稀疏重构还原误差率为１６．３７％，可见随机抽样比

均匀抽样的重构效果要好。

导致该现象的原因是两种抽样模型与小波“频

谱”的分布特征的关联程度（或者说“匹配程度”）不

同。一个图像作小波分解后，可以得到一系列不同

分辨率的子图像［１４］，其分解过程如图５所示。分解

后子图的排列如图６所示，可以发现这种排列方式

具有明显的空间规律性，特别是在水平方向和垂直

方向上。而均匀抽样模型本身的分布也具有很强的

规律性（也是水平方向和垂直方向），由于均匀抽样

模型与小波子图的分布特征相吻合，因而可能会导

致均匀抽样恰好“漏采样”小波空间中某个“频段”的

信息，使得抽样后该“频段”的信息被全部从小波空

间中“抹去”，这种信息的缺失最终会导致如图４（ｃ）

所示的重构结果中的缺陷。相比较而言，随机抽样

模型与小波子图的分布特征差异很大，反而能够采

集更为全面的信息，获得较好的还原结果。该实验

结果从反面证明抽样模型与稀疏基底不匹配（在小

波实验中就是指抽样模型和小波子图的特征分布相

吻合）会降低信息采集能力，这说明根据基底的信息

分布特征设计合适的采样模型，还可以避免信息的

“漏采样”，保证还原结果的质量。
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图４ （ａ）原图像；（ｂ）随机抽样稀疏重构的结果；（ｃ）均匀抽样稀疏重构的结果；（ｄ）原图像转换到小波空间的图像；

（ｅ）是随机抽样模板；（ｆ）均匀抽样模板

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）ｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｉｎｇ；（ｃ）ｓｐａｒｓｅｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｒｅｓｕｌｔｏｆ

ｕｎｉｆｏｒｍｓａｍｐｌｉｎｇ；（ｄ）ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｆｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｅ）ｒａｎｄｏｍｓａｍｐｌｅｍｏｄｅｌ；（ｆ）ｕｎｉｆｏｒｍｓａｍｐｌｉｎｇｍｏｄｅｌ

图５ 图像小波分解

Ｆｉｇ．５ Ｉｍａｇｅ′ｓｗａｖｅｌｅｔｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ

图６ 图像小波子图的排列

Ｆｉｇ．６ Ａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｉｍａｇｅ′ｓｗａｖｅｌｅｔｓｕｂｇｒａｐｈｓ

４　结　　论

讨论了傅里叶和小波空间中抽样模型对重构结

果的影响，验证了稀疏空间分布特征与抽样模型的

匹配度会影响重构结果。在某个特定的稀疏空间

中，不同的抽样模型会产生非常不同的重构结果。

通过研究傅里叶和小波空间中的分布特征，提出了

根据稀疏基底设计抽样模型的抽样原则，实验证明

了该原则能够降低抽样率，避免不必要的抽样冗余。
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