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摘要　采用平面波展开法，研究了二维光子晶体点群对称对不可约布里渊区的影响。在单柱体二维光子晶体单胞

中增加一个柱体，设计成不同点群对称操作数的对称结构，计算了最低５条能带的本征频率值在第一布里渊区的

分布图。结果表明：在计算二维光子晶体的能带结构时，如果光子晶体的点群对称操作数为狀，所取的不可约布里

渊区应为整个第一布里渊区的１／狀。
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１　引　　言

１９８７年，Ｙａｂｌｏｎｏｖｉｔｃｈ
［１］和Ｊｏｈｎ

［２］从不同的角

度几乎同时提出了光子晶体的概念，从而打开了一

个崭新的研究领域。光子晶体的应用主要基于光子

带隙的存在［３～５］。产生光子带隙的瓶颈之一是光子

晶体布里渊区高对称点出现的简并态，改变光子晶

体的对称性使简并态分立从而得到光子带隙是科学

家们的共识，因而科学家们设计各种光子晶体结构

对光子带隙进行优化。基于这个理念，有多种方法

被用于改变光子晶体对称性，如在二维晶格单胞的

中心插入一个小柱体［６］，降低散射体的对称性［７］，采

用不同的晶格结构［８］，使标准的晶格发生形变［９］，在

０７２６００２１
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单个柱体的单胞中任意位置增加一个柱体［１０］等。

光子晶体散射体可以设计，并且散射体的取向和配

置也可随意改变，使得晶体的对称性不同于晶格，晶

体的不可约布里渊区发生变化。

董华锋等［１１］将对称性较低的椭圆介质柱作为

散射体，随着柱体取向的改变，不可约布里渊区也在

变化。当晶体的对称性低于其晶格的对称性时，晶

体的不可约布里渊区扩大为整个第一布里渊区。

Ｎｏｊｉｍａ等
［１２］认为引进了第二个柱体使系统变得极

不对称，所以需要计算整个布里渊区才能得到准确

的带结构。本文进一步研究了单柱体二维光子晶体

单胞中增加一个柱体时最低５条能带的本征频率值

在第一布里渊区的分布。结果表明：在计算二维光

子晶体的能带结构时，如果光子晶体的点群对称操

作数为狀，所取的不可约面积应为整个第一布里渊

区的１／狀。

２　模型和方法

对于二维光子晶体，当电磁波沿垂直于光子晶

体轴向传播时，电磁场分解为犈和犎 两种偏振模式

的线性叠加，它们的场矢量分别平行和垂直于柱体

的轴向。研究的模型二维方形晶格的光子晶体如

图１（ａ）所示，由无限多个方形介质柱体（犲ａ＝１２．８）

置于空气（犲ｂ＝１．０）基体中。图１（ｂ）为第一布里渊

区，网格部分为不可约布里渊区。在本文中，用犕、

犕１、犕２、犕３、犡、犡１、犢、犢１、Γ等来表示第一布里渊区

的对称点，用犕犡、犕Γ等来表示对称轴。

图１ （ａ）二维方形晶格结构的光子晶体模型；（ｂ）二维方形晶格结构的光子晶体的第一布里渊区

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｍｏｄｅｌｉｎｓｑｕａｒｅｌａｔｔｉｃｅ；（ｂ）ｆｉｒｓｔＢｒｉｌｌｏｕｉｎｚｏｎｅｏｆ

ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｗｉｔｈｓｑｕａｒｅｌａｔｔｉｃｅ

　　由于犈偏振模式的带隙容易出现在高介电常

数的介质孤立分布的结构中，仅考虑犈 偏振模式，

其本征频率值用平面波展开法［１３～１５］计算。犈（狉）偏

振模式可以根据布洛赫原理进行傅里叶展开，对

犈（狉）的麦克斯韦方程最终可以化简为对犈（犌）求本

征值问题：

∑
犌′

犽＋犌 犽＋犌′ε
－１（犌－犌′）犈（犌′）＝

（ω／犮）
２犈（犌）， （１）

式中犽为布洛赫波矢，犌为二维倒格子，ε
－１（犌）为介

电函数ε
－１（狉）的倒格子展开。本征频率值在第一布

里渊区的分布，选用１０１×１０１个波矢犽进行计算。

３　结果和分析

为了研究二维光子晶体散射体配置对不可约布

里渊区的影响，设计了不同点群对称操作数目的光

子晶体。

首先，在单胞的中心处插入方形柱体，模型如

图２（ａ）所示，其中犔１＝０．２０犪、犔２＝０．２０犪。这种配

置下光子晶体的点群对称具有８个对称操作。

图２（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带本征频率值在第一布

里渊区分布等高线图，分别为图 ２（ｂ）能带 １、

图２（ｃ）能带２、图２（ｄ）能带３、图２（ｅ）能带４、

图２（ｆ）能带５。在等高线图中越亮的地方本征频率

值越低，越暗的地方本征频率值越高，为了便于区分，

最亮的点即本征频率值最低的，用黑圈表示；最暗的

点即本征频率值最高的，用白圈表示。图３、４、５中的

等高线图类同，将不再重复说明。在带１和带５的分

布图中，极大值点在第一布里渊区中心Γ点，极小值

点在四个顶角犕、犕１、犕２、犕３ 点。在带２、３、４中极

小值点在中心，而极大值点在４个顶角。显然，在第

一布里渊区内本征频率值分布具有８个对称操作。

本征频率极值点都在对称点上。这种情况下，不可

约布里渊区只要取整个布里渊区的八分之一，而且

沿着基本三角形区域Γ犕犡边沿计算就可以得到整

０７２６００２２
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图２ （ａ）在单胞的中心处插入方形柱体的二维光子晶体模型；（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带本征频率值在

第一布里渊区分布等高线图，分别为（ｂ）能带１、（ｃ）能带２、（ｄ）能带３、（ｅ）能带４、（ｆ）能带５

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｓｑｕａｒｅｃｙｌｉｎｄｅｒｐｌａｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｕｎｉｔｃｅｌｌ；（ｂ）～（ｆ）

ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｌｏｗｅｓｔｆｉｖｅｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔＢｒｉｌｌｏｕｉｎｚｏｎｅ，（ｂ）ｂａｎｄ１，（ｃ）ｂａｎｄ２，

　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）ｂａｎｄ３，（ｅ）ｂａｎｄ４，（ｆ）ｂａｎｄ５

图３ （ａ）在单胞的中间处插入长方形柱体的二维光子晶体模型；（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带本征频率值在

第一布里渊区分布等高线图，分别为（ｂ）能带１、（ｃ）能带２、（ｄ）能带３、（ｅ）能带４、（ｆ）能带５

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｃｙｌｉｎｄｅｒｐｌａｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｕｎｉｔｃｅｌｌ；（ｂ）～

（ｆ）ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｌｏｗｅｓｔｆｉｖｅｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔＢｒｉｌｌｏｕｉｎｚｏｎｅ，（ｂ）ｂａｎｄ１，（ｃ）ｂａｎｄ２，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（ｄ）ｂａｎｄ３，（ｅ）ｂａｎｄ４，（ｆ）ｂａｎｄ５

０７２６００２３
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图４ （ａ）在单胞的（０．２４犪，０．２４犪）处增加一个方形柱体的二维光子晶体模型；（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带在

第一布里渊区的本征频率值等高线图，分别为（ｂ）能带１、（ｃ）能带２、（ｄ）能带３、４（ｅ）能带４、（ｆ）能带５

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｓｑｕａｒｅｃｙｌｉｎｄｅｒｐｌａｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎ（０．２４犪，０．２４犪）ｏｆｔｈｅ

ｕｎｉｔｃｅｌｌ；（ｂ）～（ｆ）ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｌｏｗｅｓｔｆｉｖｅｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔＢｒｉｌｌｏｕｉｎｚｏｎｅ，（ｂ）ｂａｎｄ

　　　　　　　　　　　　　　１，（ｃ）ｂａｎｄ２，（ｄ）ｂａｎｄ３，（ｅ）ｂａｎｄ４，（ｆ）ｂａｎｄ５

图５ （ａ）在单胞的中（０．２５犪，０．４０犪）间处插入方形柱体的二维光子晶体模型；（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带在

第一布里渊区的本征频率值等高线图，分别为（ｂ）能带１、（ｃ）能带２、（ｄ）能带３、（ｅ）能带４、（ｆ）能带５

Ｆｉｇ．５ （ａ）Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｈｏｔｏｎｉｃｃｒｙｓｔａｌｓｍｏｄｅｌｗｉｔｈａｓｑｕａｒｅｃｙｌｉｎｄｅｒｐｌａｃｅｄｉｎｔｏｔｈｅｐｏｓｉｔｉｏｎ（０．２５犪，０．４０犪）ｏｆｔｈｅ

ｕｎｉｔｃｅｌｌ；（ｂ）～（ｆ）ｃｏｎｔｏｕｒｓｏｆｅｉｇｅｎｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｏｆｔｈｅｌｏｗｅｓｔｆｉｖｅｅｎｅｒｇｙｂａｎｄｓｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔＢｒｉｌｌｏｕｉｎｚｏｎｅ，（ｂ）ｂａｎｄ

　　　　　　　　　　　　　　　　１，（ｃ）ｂａｎｄ２，（ｄ）ｂａｎｄ３，（ｅ）ｂａｎｄ４，（ｆ）ｂａｎｄ５
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许振龙等：　二维光子晶体点群对称对不可约布里渊区的影响

个第一布里渊区的极大值点和极小值点，也就可以

正确得到光子晶体的能带结构。

接着，在单胞的中心处插入一长方形柱体，其中

犔１＝０．２０犪，中心处长方形柱体的边长分别为０．２０犪

和０．５４犪，模型如图３（ａ）所示。这种配置下光子晶

体的点群对称具有４个对称操作。图３（ｂ）～（ｆ）为

最低五条能带本征频率值在第一布里渊区分布等高

线图，分别为图３（ｂ）能带１、图３（ｃ）能带２、图３（ｄ）

能带３、图３（ｅ）能带４、图３（ｆ）能带５。在带１和带５

的分布图中，极小值点在第一布里渊区中心Γ点，

极大值点在四个顶角犕、犕１、犕２、犕３点。在带２的分

布图中，极大值点分别在对称轴Γ犡 和Γ犡１上，两个

极小值点分别位于犢 和犢１ 点。在带３的分布图中，

极大值在犢 和犢１ 点，４个极小值点分别位于对称轴

犕犡、犕１犡、犕２犡、犕３犡上。在带４的分布图中，极大

值在犢 和犢１ 点，而４个极小值点分别在对称轴Γ犡

和Γ犡１ 上。在第一布里渊区内本征频率值分布具有

四个对称操作，而且极值点都在对称点上。这种情况

下，不可约面积要取整个布里渊区的四分之一（如

Γ犡犕犢）才可以得到整个第一布里渊区的极大值点

和极小值点，才可以得到正确的光子晶体的能带

结构。

然后在单胞（０．２４犪，０．２４犪）位置处插入一方形

柱体，其中犔１＝０．２０犪，犔２＝０．２０犪，模型如图４（ａ）所

示。这种配置下光子晶体的点群对称只具有２个对

称操作。图４（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带本征频率值

在第一布里渊区的等高线图，分别为图３（ｂ）能带１、

图３（ｃ）能带２、图３（ｄ）能带３、图３（ｅ）能带４、

图３（ｆ）能带５。在带１的分布图中，极小值点在中

央犌，极大值点在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３点。在带２

的分布图中，极大值在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３ 点，

而４个极小值点分别位于犡、犡１、犢 和犢１ 点。在带３

的分布图中，极大值点在中央Γ，而两个极小值点分

别位于对称轴犕１Γ、犕３Γ上。在带４的分布图中，４个

极小值在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３点，而两个极大值

点分别位于对称轴 犕１Γ、犕３Γ上。在带５的分布图

中，４个极大值在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３点，而且首

次发现了两个极小值点并不在对称点，而是在

犕１Γ犡 和犕１Γ犡１ 区域中上，狑
ｍｉｎ
５ ＝０．９３２，狑

ｍａｘ
４ ＝

０．９３８。发现在第一布里渊区内本征频率值分布具有

两个对称操作。但极值点不全都在高对称点上。这种

情况下，不可约布里渊区要取整个布里渊区的二分

之一（如犕犕１犕２）才可以得到整个第一布里渊区的

极大值点和极小值点，才可以正确得到光子晶体的

能带结构。

最后，在单胞（０．２５犪，０．４０犪）位置处插入一方

形柱体，其中 犔１ ＝０．２０犪，犔２ ＝０．２０犪，模型如

图５（ａ）所示。这种配置下光子晶体的点群对称只具

有１个对称操作。图５（ｂ）～（ｆ）为最低５条能带本征

频率值在第一布里渊区的等高线图，分别为图５（ｂ）

能带１、图５（ｃ）能带２、图５（ｄ）能带３、图５（ｅ）能带

４、图５（ｆ）能带５。在带１的分布图中，极小值点在中

央Γ，极大值点在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３点。在带２

的分布图中，极大值在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３ 点，

而４个极小值点分别位于犡、犡１、犢 和犢１ 点。在带３

的分布图中，两个极大值点并不在高对称点上，而是

在对称轴犕犕２的两侧，狑
ｍａｘ
３ ＝０．８６４，而４个极小值

点分别位于对称轴犕犡、犕１犡、犕２犡、犕３犡１ 线上。在

带４的分布图中，４个极小值在４个顶角犕、犕１、犕２、

犕３ 点，狑
ｍｉｎ
４ ＝０．６８３，狑

ｍａｘ
４ ＝０．９３４，而两个极大值

点分别位于犕１Γ犡 和犕１Γ犡１区域中。在带５的分布

图中，４个极大值在４个顶角犕、犕１、犕２、犕３点，两个

极小值点在犕犢和犕２犢１线上，狑
ｍｉｎ
５ ＝０．９３５。发现在

第一布里渊区内频率本征值分布极值点不全都在对

称点上，而且不同能带极值点在不同区域，图５（ｄ）

应取遍犢Γ犡犕 或犢１Γ犡１犕２ 区域，图５（ｅ）应取遍

犕３Γ犡１或犕１Γ犡区域，根据本征频率值在整个第一

布里渊区的分布，只有取遍整个布里渊区才确信可

以正确得到光子晶体的能带结构。

从理论上做进一步论述，设ψ狀犽（狉）为光子晶体

哈密顿量犎 的本征函数，本征值为犈狀（犽），则有

犎ψ狀犽（狉）＝犈狀（犽）ψ狀犽（狉）． （２）

　　假定α为光子晶体所属点群的任一对称操作，

α
－１ 表示α的逆操作。引入点群对称操作算符犜（α），

对于任意函数犳（狉），有犜（α）犳（狉）＝犳（α
－１狉）。由于

光子晶体的晶格对称性，犜（α）和犎 是对易的：

犜（α）犎ψ狀犽（狉）＝犎犜（α）ψ狀犽（狉）， （３）

犜（α）ψ狀犽（狉）＝ψ狀犽（α
－１狉）． （４）

根据布洛赫函数

ψ狀犽（狉）＝ｅｘｐ（ｉ犽狉）μ狀犽（狉）， （５）

则有

ψ狀犽（α
－１狉）＝ｅｘｐ（ｉ犽α－

１狉）μ狀犽（α
－１狉）． （６）

又由于晶体点群操作保持点乘积不变：

犃犅＝α
－１（犃犅）＝α－

１犃α
－１犅， （７）

α犃犅＝αα
－１犃α

－１犅＝犃α
－１犅， （８）

则有

犽α
－１狉＝α犽狉． （９）

所以
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ｅｘｐ（ｉ犽α－
１狉）μ狀犽（α

－１狉）＝ｅｘｐ（ｉα犽狉）μ狀犽（α
－１狉）＝

ｅｘｐ（ｉα犽狉）′μ狀，α犽（狉）．（１０）

因此有

犜（α）ψ狀犽（狉）＝ｅｘｐ（ｉα犽狉）′μ狀，α犽（狉）， （１１）

也就是说犜（α）作用于布洛赫函数的结果是把简约

波矢犽变换到α犽。所以有犈狀（犽）＝犈狀（α犽）。在犽空

间，犈狀（犽）具有与晶体点群完全相同的对称性。这样

就可以在晶体能带计算和表述中把第一布里渊区分

成若干个等价的区域，只取其中一个就足够了。因而

需要计算的等价区域和点群对称的操作数成反比。

根据上面的讨论分析，可以得到，在计算二维光

子晶体的带隙和能带结构时，如果光子晶体的点群

对称操作数为狀，所取的不可约布里渊区应为整个

第一布里渊区的１／狀。

４　结　　论

采用平面波展开法，研究了二维光子晶体点群

对称对不可约布里渊区的影响。在单柱体二维光子

晶体单胞中增加一个柱体，设计成不同点群对称操

作数的对称结构，计算了最低５条能带的本征频率

值在第一布里渊区的分布图。结果表明：在计算二

维光子晶体的能带结构时，如果光子晶体的点群对

称操作数为狀，所取的不可约布里渊区应为整个第

一布里渊区的１／狀。对于具有较高对称性的光子晶

体，计算能带结构时只要沿着不可约布里渊区边沿

就可以得到整个第一布里渊区的极值点，而对于较

低对称性的光子晶体则必须取遍整个不可约布里渊

区才可以得到极值点，才可以得到正确的光子晶体

的能带结构。
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