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采用非均匀有理犅样条曲面延展光学元件面形误差
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摘要　在离子束抛光工艺中，为了提高驻留时间求解算法在工件边缘处的求解精度，通常需要对原始面形误差数

据进行边缘虚拟延展。要求原始面形误差数据与虚拟延展面光滑拼接，并在延展区域具有可控的不确定性。非均

匀有理Ｂ样条（ＮＵＲＢＳ）曲面常用在机械制造领域对复杂形状物体进行三维建模。引入非均匀有理Ｂ样条曲面并

结合泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项式拟合对一典型的圆形光学元件面形误差自由曲面数据进行延展。通过对典型面形误

差曲面延展前后的等效功率谱密度曲线分析可以看出，延展后在面形误差频率大于０．０５ｍｍ－１时其面形误差改善

量均大于７０％；将该典型延展面应用于特定驻留时间求解算法中，使得预测加工精度的均方根值由１．１８ｎｍ改善

至０．１９ｎｍ。这表明，采用非均匀有理Ｂ样条曲面延展光学元件面形误差能够获得光滑拼接的虚拟延展曲面，并能

大大改善离子束抛光工艺中驻留时间算法的求解精度。
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１　引　　言

离子束抛光是实现现代高精度光学元件加工的

重要技术途径［１，２］。相对于应力盘抛光、气囊抛光

和磁流变抛光等其他现代抛光方法［３～６］，离子束抛
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光具有精度高、确定性强、无边缘效应和不产生亚表

面损伤等优势。在离子束抛光工艺中，一般采用考

夫曼离子源或者射频离子源［７］。这两种离子源均为

低能大束流离子源，离子能量为３００～２０００ｅＶ。离

子束为高斯型，其半峰全宽一般为１～１０ｍｍ。离

子束越细，其对面形误差的修形能力越强。在离子

束抛光工艺中，一个重要的步骤在于根据干涉仪检

测到的光学元件初始面形误差数据和离子束在工件

表面的去除函数求解离子源在光学元件表面扫描加

工时的驻留时间。驻留时间的求解精度直接关系到

最终的面形加工精度。

干涉仪给出的光学元件面形误差数据一般通过

矩阵给出。然而，光学元件很多都是圆形或者环形，

面形误差数据只在相应的圆域或环域内有效。而运

用计算机进行数据处理时，通常采用矩阵运算，因而

必须对干涉仪给出的面形误差数据矩阵中的无效数

据进行填充。为了简化计算，通常采用简单的０值

进行填充。但是，采用０值填充就意味着有效区域

与无效区域的交界处存在跳变，引入额外的中高频

面形误差。而在离子束抛光中，多种驻留时间算法

要求在整个矩阵区域内的面形误差数据光滑连

续［８～１０］，否则，由于寄生纹波效应的存在［９，１１］，将大

大降低有效区域边缘处的驻留时间计算精度。为此

必须要对光学元件数据进行虚拟延展，并满足周期

延展光滑条件［９］，以满足计算要求。

光学元件的表面面形误差一般分为低频、中频和

高频成分，其面形误差的波长范围分别为λ＞１ｍｍ、

１μｍ＜λ＜１ｍｍ和λ＜１μｍ。去除函数的稳定性和

束斑尺寸共同决定了离子束抛光工艺主要是针对光

学元件的低频面形误差，而中高频面形误差一般难以

通过离子束抛光的方法去除。因此，初始面形误差和

延展后的面形误差数据应该尽量只保留低频面形误

差信息。初始面低频面形误差一般为自由曲面。非

均匀有理Ｂ样条曲面能够表达复杂的自由曲面，但通

常只能对矩形域的数据进行插值延展。本文将非均

匀有理Ｂ样条（ＮＵＲＢＳ）曲面与泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）多项

式拟合结合起来，将圆域内数据转换到极坐标下对光

学元件圆域内的自由曲面面形误差数据进行了虚拟

延展，从而获得光滑过渡的延展曲面。

２　ＮＵＲＢＳ曲面的数学模型及性质

ＮＵＲＢＳ曲面能精确地表示二次规划自由曲

面，并在其插值区域具有良好的光滑特性。它是Ｂ

样条曲面的一种特殊形式。

ＮＵＲＢＳ曲面定义为
［１２～１５］
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犘犻，犼犚犻，狆；犼，狇（狌，狏），　狌，狏∈ ［０，１］ （１）

式中

犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝
ω犻，犼犖犻，狆（狌）犖犼，狇（狏）

∑
犿

犻＝０
∑
狀

犼＝０

ω犻，犼犖犻，狆（狌）犖犼，狇（狏）

，（２）

犘犻，犼为矩形域上的控制顶点，犻＝０，１，…，犿；犼＝０，

１，…，狀；ω犻，犼是与犘犻，犼 相对应的权因子，４个顶点处

ω犻，犼＞０，其他位置ω犻，犼≥０，以防止分母为０及保持

凸包性质、曲线不因权因子而退化为一点；犖犻，狆（狌）

和犖犼，狇（狏）分别是狌方向和狏方向的狆次和狇次Ｂ样

条基函数［１２，１３］。有理基函数犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）具有如下

性质：

１）非负性，即犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）≥０；

２）规范性，即∑
犿

犻＝０
∑
狀

犼＝０

犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝１，狌∈［狌０，

狌犿］且狏∈ ［狏０，狏狀］；

３）局部性，即∑
犿

犻＝０
∑
狀

犼＝０

犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝０，狌［狌０，

狌犿］且狏 ［狏０，狏狀］；

４）可微性，在节点区间内，当分母不为０时，

犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）是无限次连续可微的；在节点处，若节点

狌方向和狏方向的重复度分别为犿和狀，则犚犻，狆；犼，狇（狌，

狏）为狌方向狆－犿阶可微，狏方向狇－狀阶可微；

５）若ω犻，犼 ＝０，则犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝０；若ω犻，犼 ＝

＋∞，则∑
犿

犻＝０
∑
狀

犼＝０

犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝１；若ω犻，犼 ＝＋∞（犼≠

犻），则犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）＝０。

由于有理基函数犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）具有上述性质，

因而ＮＵＲＢＳ曲面具有极好的连续和光滑特性
［１２］，

它常常被用在自由曲面插值造型上。曲面延展的本

质可以看成是对型值点以外的区域进行插值。在一

些要求高精度插值的领域，其控制顶点必须要尽可

能均匀密集地分布于插值区域。由于控制定点犘犻，犼

定义在矩形区域，因此通常只对在矩形区域中的数

据进行插值，即对矩形数据区域进行延展。

ＮＵＲＢＳ插值的根本在于通过（１）式求取所需

位置点犕（狌，狏）处的值。在给定的情况下，（２）式中

的有理基函数犚犻，狆；犼，狇（狌，狏）可以通过型值点犙（狌，狏）

递推求出［１２，１３］。型值点犙（狌，狏）处的值由原始自由

０７２２００１２
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曲面的有效区域内的部分或全部有效数据给出。那

么，只要求出控制顶点犘犻，犼 即可求解出插值公式的

全部参数［１２～１５］。文献［１２］中给出了在矩形区域下

的ＮＵＲＢＳ曲面延展方法。

然而，光学元件的面形误差数据一般为有界的圆

域或者环域，如图１所示。图１是直径为３００ｍｍ、曲

率半径为４００ｍｍ的典型实测光学元件面形误差拓

扑图。其初始峰谷（ＰＶ）值为６０．０４ｎｍ，均方根

（ＲＭＳ）值为８．４６ｎｍ。要使用ＮＵＲＢＳ曲面延展方

法对圆域进行曲面延展，必须将其型值点数据转换

到矩形区域内。为此，必须要改进上述 ＮＵＲＢＳ曲

面延展算法，使得其能够合理应用到圆域边界的光

学元件面形误差数据的延展上。

图１ 光学元件面形误差

Ｆｉｇ．１ Ｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｏｆｏｐｔｉｃａｌｃｏｍｐｏｎｅｎｔ

３　圆形区域的面形延展方法

光学元件面形误差数据一般是由干涉仪给出的

按像素点值标记的圆域内离散数据。由于圆域的圆

对称性，可以很自然地想到将圆域内的数据按照极

坐标的方式展开。由于ＮＵＲＢＳ曲面拟合方法要求

型值点按矩形网格分布，展开后的极坐标数据应按

照角向θ和径向狉构成矩形控制网格。然而极坐标

下的数据点位置无法与圆域内直角坐标系下给出的

数据点的位置一一对应，必须要对原直角坐标系下

的圆域内面形误差数据进行插值。

由于ＮＵＲＢＳ延展方法的特性，要求初始面必

须在狌方向和狏方向（这里为θ方向和狉方向）都是

光滑的，延展后的自由曲面才能光滑。如果初始面

欠光滑，哪怕是由于插值算法不合理引起的微小毛

刺（如图２所示）都会使延展后的曲面出现如图３所

示的欠光滑特性，这破坏了原有面形误差的频率特

性，是不允许的。

出现图３所示现象的根本原因在于通过插值获

图２ 欠光滑的自由曲面

Ｆｉｇ．２ Ｕｎｓｍｏｏｔｈｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅ

图３ 采用ＮＵＲＢＳ方法延展后的自由曲面

Ｆｉｇ．３ Ｅｘｔｅｎｄｅｄｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅａｆｔｅｒ

ｕｓｉｎｇＮＵＲＢＳｍｅｔｈｏｄ

取的边缘面形误差数据存在插值误差，导致边缘环

带内的初始面形误差欠光滑。寻找合理的插值方

法，减小插值误差，在没有过多地偏离原始数据的情

况下获取光滑的边缘面形误差数据是解决该问题的

有效途径。

泽尼克多项式多用于拟合光学元件的面形及面

形误差数据［１６，１７］。高阶的泽尼克多项式能够较好

地拟合较为复杂的光学元件低频面形误差，而且还

能有效滤去对后续计算不利的高频面形误差。

极坐标下面形误差犠（狉，θ）用泽尼克多项式表

示为［１７］

犠（狉，θ）＝∑
∞

狀＝０
∑
狀

犿＝０

犆狀犿犣
犿
狀（狉，θ）， （３）

式中

狉＝ 狓２＋狔槡
２，　θ＝ａｒｃｔａｎ（狓／狔）， （４）

犆狀犿 为依赖于曲面上型值点的展开系数；狀和犿为大

于或等于０的正整数，且狀－犿 ≥０。拟合基函数

犣犿狀（狉，θ）为定义在单位圆内的光滑曲面。拟合的根

本在于求取拟合系数犆狀犿
［１６，１７］。

由于泽尼克多项式的基函数具有光顺特性，在

０７２２００１３
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型值点分布的区域，泽尼克多项式能够获得很高的

拟合精度、可控的不确定性和极好的光顺特性。利

用泽尼克多项式进行拟合插值后，展开的极坐标数

据具有较好的光顺性。直角坐标系下圆域内的面形

误差展开为在矩形区域内表达的数据后，就能按照

前文所述的步骤用 ＮＵＲＢＳ曲面延展方法进行

延展。

将图１中所示的检测面形误差全口径数据采用

６４项泽尼克多项式进行拟合，得到拟合系数。按照

得到的拟合系数重构得到的面形误差如图４所示。

拟合面形与初始面形相比去掉了随机噪声，得到一

光滑曲面。同时也引入了一定的拟合误差，但该拟

合误差对曲面延展而言是可以接受的。

图４ Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式拟合后的面形误差

Ｆｉｇ．４ ＳｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒａｆｔｅｒＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇ

图４其边缘环带面形误差如图５所示，所取环

带的宽度一般能够体现出面形误差在环带边缘的走

向趋势即可。将图５所示的边缘面形误差采用上述

的泽尼克拟合系数按极坐标展开，在以θ、狉为横纵

坐标轴的直角坐标系中表示为如图６所示的矩阵型

值点。它满足了ＮＵＲＢＳ曲面延展方法对型值点的

矩阵网格要求。

图５ 环带面形误差

Ｆｉｇ．５ Ａｎｎｕｌｕｓｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒ

将边缘环带映射到矩形区域后，选取边缘约束

图６ 环带面形误差极坐标展开图

Ｆｉｇ．６ Ａｎｎｕｌｕｓｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｕｎｄｅｒ

ｐｏｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

点的值为０，即可按照文献［１２］中提及的 ＮＵＲＢＳ

曲面延展方法进行延展。为了兼顾延展后驻留时间

算法的计算精度和计算量，延展区域沿着狉方向的

宽度需要视离子束抛光中所使用的去除函数束径而

定，一般取束径的３倍即可。然而，对于大面积高分

辨率的面形误差数据来说这个过程将会耗费大量的

计算时间，有时甚至使得计算无法进行下去。为了

减少计算时间，通常将图６中展开的边缘面形误差

数据沿着角向θ分成若干段，分别求取 ＮＵＲＢＳ曲

面控制顶点。

求得控制顶点后，原则上可以按照（１）式分别求

取控制区域内任意位置的插值数值。但是，反复调

用（１）式同样会耗费大量的计算时间。为此，一次性

计算控制区域内各个位置的插值数值，得到插值矩

阵，如图７所示，然后根据（４）式将待插值区域数据

映射到该插值矩阵中，并采用邻近插值方法确定插

值数据。为了减小插值误差，计算图７所示的插值

矩阵时必须密集取点。而计算表明，即使是密集取

点也会大大节省计算时间。

图７ 采用ＮＵＲＢＳ曲面延展后的面形

Ｆｉｇ．７ ＳｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｕｓｉｎｇＮＵＲＢＳｍｅｔｈｏｄ

将图７中延展数据按照（４）式重新映射到直角

０７２２００１４
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坐标系下，最终的延展面形如图８所示。从图８可

以看出，原有效区域与延展区域过渡光滑。

图８ 最终的延展面形误差

Ｆｉｇ．８ Ｆｉｎａｌｅｘｔｅｎｄｅｄｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒ

图９中曲线分别是延展前面形误差和延展后面

形误差的等效功率谱密度（ＰＳＤ）曲线
［１８］。由ＰＳＤ

曲线可以看出，较高频率面形误差延展后明显变小，

图９ 面形误差延展前后等效功率谱密度

Ｆｉｇ．９ ＰＳＤｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅｓｕｒｆａｃｅｅｒｒｏｒｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄａｆｔｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎ

这说明该曲面延展方法较好地减小了由于无效区域

引起的较高频率面形误差。延展后的面形误差在空

间频率大于０．０５ｍｍ－１时其面形误差改善量均大

于７０％。

４　延展曲面在驻留时间算法中的应用

在离子束抛光中，抛光过程可以描述为

狉′（狓，狔）＝狉（狓，狔）－犫（狓′，狔′）犱（狓，狔），（５）

式中犫（狓′，狔′）为去除函数；犱（狓，狔）为驻留时间分布

矩阵；狉（狓，狔）为初始面形误差；狉′（狓，狔）为加工后的

残余误差。

将计算所得的延展面形误差（图８）应用于文献

［９］中提及的基于快速傅里叶变换的离子束抛光驻

留时间算法。驻留时间算法中采用半峰全宽为

８ｍｍ的去除函数；垂直入射工件表面时离子束的去

除函数的峰值去除速率为５ｎｍ／ｓ，相应的体去除速

率为１．３１ｍｍ３／ｈ。由于离子束去除函数与离子束

相对工件的入射角度有关，在ＳｉＯ２ 材料表面峰值去

除速率与入射角度之间的关系为［２］

狆（狓）

狆（０）
＝１＋８．８９×１０

－４狓＋５．６５×１０
－４狓２＋

４．３８×１０
－６狓３－１．４６×１０

－７狓４， （６）

其中狓为离子束相对工件表面的入射角度，狆为对

应角度下的材料去除速率。

图１０中分别是未采用曲面延展时通过上述驻

留时间算法求得的驻留时间和按照（５）式仿真计算

得到的相应的预测加工残差。预测到的残差ＰＶ值

为１８．４ｎｍ，ＲＭＳ值为１．１８ｎｍ。从残差拓扑图可

以看出，其残留的面形误差主要在边缘处。

　

图１０ 直接计算得到的驻留时间和相应预测残差。（ａ）驻留时间；（ｂ）预测残差

Ｆｉｇ．１０ Ｄｗｅｌｌｔｉｍｅｍａｐａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｂｙｄｉｒｅｃｔｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ．（ａ）Ｄｗｅｌｌｔｉｍｅｍａｐ；

（ｂ）ｆｏｒｅｃａｓｔｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒ
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　　采用根据ＮＵＲＢＳ曲面延展方法得到的图８所

示的面形误差数据在相同条件下进行驻留时间计

算，得到如图１１所示的驻留时间分布和预测加工残

差。其预测残差 ＰＶ 值为４．１３ｎｍ，ＲＭＳ 值为

０．１９ｎｍ。由残差拓扑图可以看出，边缘残差大大

减小，较好地克服了由于寄生纹波效应使得边缘计

算精度下降的问题。

图１１ 采用ＮＵＲＢＳ曲面延展后计算得到的驻留时间和相应预测残差。（ａ）驻留时间；（ｂ）预测残差

Ｆｉｇ．１１ ＤｗｅｌｌｔｉｍｅｍａｐａｎｄｆｏｒｅｃａｓｔｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒｂｙｕｓｉｎｇＮＵＲＢＳｅｘｔｅｎｓｉｏｎ．（ａ）Ｄｗｅｌｌｔｉｍｅｍａｐ；

（ｂ）ｆｏｒｅｃａｓｔｅｄｒｅｓｉｄｕａｌｅｒｒｏｒ

５　结　　论

通过引入ＮＵＲＢＳ曲面造型方法，结合泽尼克

多项式拟合，将圆域内的光学元件表面低频面形误

差数据转化为极坐标下的面形误差数据进行光滑延

展。对这一实测的典型光学元件面形误差进行延

展，并对延展前后的面形误差进行了等效功率谱密

度分析，从等效功率谱密度曲线可以看出在延展后

的面形误差中，空间频率大于０．０５ｍｍ－１的面形误

差改善量均大于７０％，由此说明较高频率面形误差

得到了较好的抑制。将该典型面形误差的延展面应

用于驻留时间算法中，较好地克服了由于寄生纹波

效应带来的工件边缘计算精度下降的问题，使得其

预测加工残差ＲＭＳ值由１．１８ｎｍ降低为０．１９ｎｍ。

这表明，在离子束抛光驻留时间求解算法中采用非

均匀有理Ｂ样条曲面进行面形误差延展能有效提

高驻留时间算法的求解精度，为高精度的面形加工

提供支持。
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