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基于指数尺度间隔连续小波变换的相位提取算法
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摘要　只需要一幅调制图像的光栅投影测量方法主要有傅里叶变换轮廓术（ＦＴＰ）、小波变换轮廓术（ＷＴＰ）等。采

用基于指数尺度间隔的连续小波变换与重构方法，提取调制图像的瞬时相位。针对指数尺度间隔连续小波变换，

指出了足够大的噪声能够改变小波变换脊的位置，并且该脊向上移动的概率最大。因此，为了重构载频信号，选择

脊及其紧邻的较大的那个尺度所对应的小波系数，采用灰度图像阈值分割中最大类间方差法（ＯＴＳＵ），剔除掉幅值

较小的系数；针对斑点噪声的影响，对ＯＴＳＵ算法的结果进行了修正；使用修正后的系数集合重构载频信号，并计

算该信号的瞬时相位。理论分析和实验结果表明算法有效且具有稳健性。
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１　引　　言

基于 单 幅 条 纹 图 像 的 光 栅 投 影 轮 廓 术

（ＦＰＰ）
［１，２］适合动态物体测量，标定简单［３，４］，因此在

非接触测量［５］领域得到了广泛的应用。近年来，

ＦＰＰ中相位的提取方法研究主要集中在傅里叶变

换，加窗傅里叶变换（ＷＦＴ）
［６］和小波变换上，其他

的方法包括Ｓ变换
［７］、神经网络和双频光栅技术［８］

等也有涉及。

０７１２００１１
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早期的 ＷＦＴ方法对窗口尺寸大小比较敏感，

为了克服传统 ＷＦＴ的缺点，研究人员陆续提出了

自适应 ＷＦＴ
［９］和多尺度 ＷＦＴ

［１０］等算法。但是，

ＷＦＴ算法及其诸多改进算法速度慢，相位提取的

效果过于依赖阈值等参数的选择［１１～１３］。

对于小波变换方法，Ｚｈａｎｇ等
［１４］提出使用二维

离散小波变换消除光栅调制图像中的零频分量，文

献［１５］提出了一种改进的２ＤＧａｂｏｒ小波变换来提

取相位，很多文献采用复 Ｍｏｒｌｅｔ小波
［１６］，并认为复

Ｍｏｒｌｅｔ小波变换的脊处的相位就是信号的瞬时相

位［１７，１８］。文献［１９］提出了基于代价函数的小波脊

的计算与相位提取方法，该方法是目前为止最为有

效的，最稳健的相位恢复算法。

相对于 ＷＦＴ和小波变换，相位提取中的傅里

叶变换方法是最古老的一种研究方法，其测量范围

受被测物体表面梯度的大小制约［２０，２１］。但是，傅里

叶变换方法的计算量小、速度快，Ｃｈｅｎ等
［２２］指出消

除调制图像中的零频分量，可以提高ＦＴＰ方法的测

量精度和适用范围，Ｇｄｅｉｓａｔ等
［２３］在研究了Ｃｈｅｎ等

的算法后，提出使用二维连续Ｄｏｇ小波消除光栅调

制图像中的低频分量。在此基础上，消除条纹图像

中的低频分量，然后采用标准傅里叶变换计算条纹

图像的相位，已经发展为一种新的具有很大影响力

的方 法，被 称 为 背 景 分 量 消 除 法。内 模 分 解

（ＥＭＤ）
［２４］作为小波分解之后一种新的信号分解技

术，得到了很多研究人员的注意，Ｌｉ等
［２５］提出使用

ＥＭＤ分解消除光栅调制图像的零频分量，然后采用

标准傅里叶变换计算条纹图像的相位，但该方法存

在着端点效应、过冲效应等，导致测量误差比较大。

为了进一步提高光栅投影测量的精度，本文基于

指数尺度间隔的连续小波变换与重构算法，提出了一

种新的相位恢复算法，从分类上，这种方法属于背景

分量消除法的一种。理论分析和实验结果表明了该

算法具有很强的稳健性和很高的精度和抗噪声能力。

２　基于指数尺度的连续复 Ｍｏｒｌｅｔ小

波变换与重构

信号犳（狋）的连续小波变换可以描述为

犠ψ犳（犪，犫）＝
１

狘犪槡 狘∫
＋∞

－∞

犳（狋）ψ
 狋－犫（ ）犪

ｄ狋，（１）

式中表示共轭，ψ（狋）表示母小波，犪是尺度因子，犫

是平移因子。从频率的角度来看，利用Ｐａｒｓｅｖａｌ恒

等式，又有

犠ψ犳（犪，犫）＝
１

２π∫
＋∞

－∞

犳^（－ω）^ψ

犪，犫（－ω）ｄ－ω ＝

狘犪狘
１／２

２π∫
犚

犳^（－ω）ｅｘｐ（ｉ犫－ω ）^ψ
（犪－ω）ｄ－ω， （２）

式中犳^（－ω）表示犳（狋）的傅里叶变换，^ψ犪，犫（－ω）表示

ψ
狋－犫（ ）犪

的傅里叶变换：

＾
ψ（犪－ω）＝

１

槡犪
ｅｘｐ（ｉ－ω犫）^ψ犪，犫（－ω）． （３）

通过犠ψ犳（犪，犫），可以重构信号犳（狋），其重构公式为

犳（狋）＝
１

犆ψ
犚
２

［犠ψ犳（犪，犫）］ψ犪，犫（狋）
１

犪２
ｄ犪ｄ犫， （４）

式中ψ犪，犫（狋）＝
１

槡犪
ψ
狋－犫（ ）犪

，犆ψ 表示标准化因子。

不同于以上传统的小波重构方法，当犳（狋）为离

散信号时，Ｓｕｎ
［２６］基于快速傅里叶变换（ＦＦＴ）提出

了一种基于指数尺度的 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换和重构方

法，其主要步骤如下：

１）在尺度犛ｓｃａｌｅｓ下，按（１）式分别对犳（狋）进行连

续复 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换，得到一个小波系数矩阵犃，

大小为犖ｂＳｃ×狀ｂＳａｍｐ，其中

犛ｓｃａｌｅｓ＝２×｛２
０×０．４８７５），２１×０．４８７５

），２２×０．４８７５
），…，

２
（犖
ｂＳｃ－１

）×０．４８７５）｝ （５）

并且和具体的信号无关，

犖ｂＳｃ ＝ｅｎｔ［ｌｏｇ２（狀ｂＳａｍｐ）／０．４８７５］＋１， （６）

式中ｅｎｔ（）表示取整，狀ｂＳａｍｐ表示信号的长度，信号

的采样周期为１。

２）对系数矩阵犃按行求和，即可得到一个长度

为狀ｂＳａｍｐ的信号，该信号即为犳（狋）的重构。

３　基于指数尺度间隔复 Ｍｏｒｌｅｔ小波

重构的相位恢复算法

一幅条纹图像可以描述为

犐（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋犫（狓，狔）×

ｃｏｓ［２π犳ｏ狓＋φ（狓，狔）］＋狉（狓，狔），（７）

式中狉（狓，狔）为摄像机噪声，犪（狓，狔）为背景分量，

犫（狓，狔）为物体表面反射系数，犳ｏ 为载频频率，φ（狓，

狔）为和被测物体高度相关的相位，狓，狔分别表示狓

轴和狔轴的索引。为简单起见，犐（狓，狔）中的行信号

可以描述为

犐（狓）＝犪（狓）＋犫（狓）ｃｏｓ［２π犳ｏ狓＋φ（狓）］＋狉（狓），

（８）

可以看出，犐（狓）的主要构成为低频的背景分量

０７１２００１２
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ａ（ｘ）和 包 含 了 物 体 高 度 信 息 的 载 频 分 量

ｂ（ｘ）ｃｏｓ［２π犳ｏ狓＋φ（狓）］以及噪声狉（狓）。一般背景

分量和载频分量的频谱存在混跌现象，使得传统的

带通滤波器无法有效地消除信号中的背景成分，并

导致下一步的相位提取出现较大的误差。

当载频信号频谱的低频部分和背景信号频谱的

高频部分存在交叉时，载频信号和背景信号的频谱

出现混跌。频谱混跌分为两种情况：１）载频信号的

低频部分发生的时间和背景信号的高频部分发生的

时间无交叉；２）载频信号的低频部分发生的时间和

背景信号的高频部分发生的时间存在交叉。小波分

析是目前解决信号频谱混跌问题的主要工具，如果

出现第二种情况，则无论是时域的方法还是频域的

方法，还是时频联合方法，都无法将这两类信号有效

地分开，这种情况在ＦＰＰ中出现的情况较少。本文

讨论和解决第一种情况，并基于文献的连续小波重

构算法，提出了一种稳健的、高精度的相位恢复算

法，算法的主要内容包括以下３点：

１）计算载频信号的连续指数尺度小波分解的

尺度。对于长度为５１２，采样频率为１的信号，

Ｓｕｎ
［２６］的指数尺度小波分解需要在以下１９个尺度

下进行：｛２．０，２．８，３．９，５．５，７．７，１０．８，１５．２，２１．３，

２９．９，４１．９，５８．７，８２．３，１１５．４，１６１．７，２２６．８，３１７．９，

４４５．７，６２４．９，８７６．１，１２２８．３，１７２２．２｝；其对应的

Ｍｏｒｌｅｔ小波的中心频率分别为｛０．４０６３，０．２８９８，

０．２０６７，０．１４７４，０．１０５１，０．０７５０，０．０５３５，０．０３８２，

０．０２７２，０．０１９４，０．０１３８，０．００９９，０．００７０，０．００５０，

０．００３６，０．００２６，０．００１８，０．００１３，０．０００９，０．０００７，

０．０００５｝。

对于给定的任意长度为５１２，采样周期为１的

离散信号，按以上尺度进行连续复 Ｍｏｒｌｅｔ小波变

换，并将变换结果相加，即可重构原信号，也就是说

小波变换的结果包含了原信号的所有信息。

对于光栅测量中的行信号，较小尺度的小波分

解系数对应着信号的高频噪声，较大尺度的小波分

解系数对应着信号的低频和背景分量，需要利用小

波分解的结果，重构出位于中间的载频分量。因此，

不需要对以上的１９个尺度均进行小波变换。文献

［１９］中使用的最大尺度为６４，针对长度为５１２的信

号，其第１３个尺度的实际尺度值为１１５．４大于６４，

第１２个尺度的实际尺度值为８２．３大于６４，大量的

文献和经验表明，连续小波变换的最大尺度在６０～

８０之间即可满足要求，因此，选择前１３个尺度进行

小波变换，这样做的好处一是减少了小波分解的计

算量，二是保证算法对低频载频也有一定的稳健性

和裕量，三是避免引入低频干扰。

２）小波变换系数矩阵犃中的每一列元素的模

极大值被认为是小波变换的脊，其所在的行的标号

用狏犼（犼＝｛１，２，３，…，狀ｂＳａｍｐ｝）表示。脊容易受到噪

声的干扰，一般认为噪声信号是随机的，对脊的扰动

也是随机的，经过扰动后脊位置的变化也是随机的。

但是大量的研究和实验结果表明，针对指数尺度间

隔连续小波变换，噪声在一定程度上会改变脊的位

置，而这种改变将会以很高的概率导致脊上移。根

据这一结论，当狏犼处的小波系数远大于狏犼＋１处的

系数时，表明信号在犼处没有受到太大干扰，信号在

犼处的相位就是脊的相位；当狏犼＋１处的小波系数和

狏犼处的小波系数大小差不多时，脊处的相位和载频

信号的实际相位就会存在大的偏差。

从传统的小波重构理论的角度来说，当小波系

数的模足够小时，可以在重构中丢弃该系数，这种处

理几乎不影响重构精度。那么，如果小波分解系数

的模足够大，则在小波重构中，必须保留该系数，以

保证重构精度。因此，当狏犼＋１和狏犼 两处小波系数

的模大小差不多时，犼处的相位信息就需要狏犼＋１和

狏犼处的小波系数联合确定。

严格地度量两个小波系数模的接近程度是很困

难的，为了保证载频信号的重构质量，有效去除小模

系数（一般为噪声）的干扰，提出了基于灰度图像阈

值分割中最大类间方差法（ＯＴＳＵ）
［２７］的小波变换

系数选择法。

ＯＴＳＵ是图像分割中常用的一种最大类间方

差算法，它可以有效地将图像的背景和前景分开。

这里选用ＯＴＳＵ，将狏犼和狏犼＋１处的所有的小波系

数取其模并构成一个集合犞，犼＝１，２，３，…，狀ｂＳａｍｐ。

将集合犞看做是一幅图像，用ＯＴＳＵ计算犞的阈值，

并使用该阈值将犞分为两类：１）模比较大的系数的

集合犃ｍａｘ；２）模比较小的系数的集合。忽略模比较小

的系数，而只采用集合犃ｍａｘ中的元素，重构信号，可

以有效消除背景分量的干扰。

利用ＯＴＳＵ阈值化后可能得到３种结果：１）系

数矩阵中该列的所有的２个系数模都比较大，都被

划分到集合犃ｍａｘ中；２）该列中只有一个系数模比较

大，被ＯＴＳＵ划分到集合犃ｍａｘ中；３）该列中所有的２

个系数模都比较小，都不在集合犃ｍａｘ中。当第三种

情况出现时，小波变换系数矩阵中该列的所有系数

均被抛弃，会导致重构算法失败。因此，为了避免重

构算法中所使用的小波系数为０，对小波系数进行
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微调，即当某一列所有的小波系数均被ＯＴＳＵ抛弃

时，强制将该列中最大的那个系数加入到集合犃ｍａｘ

中。在实际中，条纹图像可能存在亮度较低的光斑

干扰，光斑处的小波变换系数的模一般较小，因此这

种做法的另一个好处就是可以克服光斑噪声的干

扰。

３）结合以上两点，在Ｓｕｎ
［２６］提到的小波重构算

法的基础上，提出了如下的载频信号的瞬时相位恢

复方法。算法的具体步骤如下：

① 以精简后的犛ｓｃａｌｅｓ为尺度，按式分别对犳（狋）

进行小波变换，得到一个小波系数矩阵犃，大小为

狀×狀ｂＳａｍｐ，其中狀表示精简后犛ｓｃａｌｅｓ 的个数，不同于

Ｓｕｎ的算法，这里的系数矩阵直接取为复矩阵。

② 按列计算矩阵犃的最大值所在的行的标号，

记做狏犼，犼＝１：狀ｂＳａｍｐ，狏犼实际上就是小波变换的脊。

③ 将矩阵犃中狏犼和狏犼＋１（犼＝１：狀ｂＳａｍｐ）处的

元素构成一个集合，并采用上述方法将该集合划分

为集合１和集合２，其中集合１为模较大的系数构成

的集合，集合２为模较小的系数构成的集合。对于矩

阵犃中的每一个元素，如果该元素位于集合１中，则

该元素的权重为１，否则权重为０。对加权后的矩阵

犃中的元素，按照Ｓｕｎ提到的重构方法，重构该信

号，得到的就是被物体高度调制后的载频信号。

该信号是一个复信号，其相位可以直接计算得

到。这种加权重构方法实质上是对Ｓｕｎ提到的信

号重构的一种改进，他保留了脊处及脊正下方模较

大的系数，并将其他系数置为０，从而准确提取出被

噪声和背景分量干扰的载频信号的相位。

４　实验结果对比与分析

通过两个模拟光栅和两个实际光栅实验，来验

证本文提出算法的有效性和稳健性。正弦光栅测量

的载频对测量精度具有较大的影响，载频频率高，可

以提高测量精度，但如果被测物体表面梯度大，则容

易出现相位不连续情况；对于表面高度变化比较剧

烈的应用，载频频率应稍低，但过低的载频将导致测

量精度下降。因此在验证实验中，分别采用了不同

载频的模拟光栅，来校验算法的有效性。实验中采

用的复 Ｍｏｒｌｅｔ小波的频域表达式为

Ψ^（狊狑）＝π－
１／４ｅｘｐ［（狊狑－狑０）

２／２］犝（狊狑），（９）

式中犝（狊狑）为 Ｈｅａｖｉｓｉｄｅ阶跃函数，狑０＝６。

４．１　模拟光栅图像（１）

模拟光栅（１）的表达式为

犐（狓，狔）＝０．２５φ（狓，狔）＋　　　　　

　　　　　　　ｃｏｓ［２π犳ｏ狓＋φ（狓，狔）］＋狉（狓，狔），

（１０）

式中犳ｏ表示载频，分别取值为１／８，１／１６；狉（狓，狔）表

示均匀分布的零均值随机噪声，其标准差分别取为

０，０．２，０．５，０．８，１．２，１．５，１．８，２．０。

（狓，狔）＝３（１－狓）
２ｅｘｐ［－狓

２
－（狔＋１）

２］－

１０
狓
５
－狓

３
－狔（ ）５ ｅｘｐ（－狓２－狔２）－

１

３
ｅｘｐ［－（狓＋１）

２
－狔

２］． （１１）

　　基于代价函数的一维复 Ｍｏｒｌｅｔ小波变换轮廓

术［１９］是目前为止稳健性较强，精度较高的相位提取

方法，为了验证算法的有效性，将本文算法和文献

［１９］提出的算法结果做了对比。两种算法的参数设

置中，保留了原文献［１９］的参数，算法的尺度范围为

１∶６４，步长为２，脊的提取方法为代价函数法。两种

算法的解相方法均采用文献［２８］中的方法，两种方

法对比结果如表１所示。

表１ 模拟图像（１）上的实验对比结果

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｅｄｐａｔｔｅｒｎ（１）

Ｎｏｉｓｅｃａｒｒｉｅｒ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
０ ０．２ ０．５ ０．８ １．２ １．５ １．８ ２．０

１／８

１／１６

Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄ ０．０２３４ ０．０２４９ ０．０３０８ ０．０３８６ ０．０５０７ ０．０５９７ ０．０６８５ ０．０７１０

Ｒｅｆ．［１９］ｍｅｔｈｏｄ ０．０２４１ ０．０２８９ ０．０４６８ ０．０７６４ ０．１０００ ０．１２４２ ０．１４９２ ０．１６６３

Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄ ０．０５６３ ０．０５６７ ０．０５８１ ０．０５９８ ０．０６２６ ０．０６５０ ０．０６７９ ０．０７０３

Ｒｅｆ．［１９］ｍｅｔｈｏｄ ０．０９１３ ０．０９２１ ０．０９５７ ０．１０４６ ０．１１３７ ０．１２４４ ０．１３６５ ０．１４５１

４．２　模拟光栅图像（２）

另外一个计算机模拟图像可以表示为

犐（狓，狔）＝０．２５（狓，狔）＋

ｃｏｓ［２π犳ｏ狓＋（狓，狔）］＋狉（狓，狔），（１２）

式中（狓，狔）＝０．２ （狓－２５６）
２
＋（狔－２５６）槡

２，其

他参数的含义同上。该图像的背景分量变化较大，

被测物体高度变化范围也比较大，很多算法都无法

准确地提取其瞬时相位。保留两种算法的参数设置

不变，对比实验的结果如表２所示。
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表２ 模拟图像（２）上的实验对比结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｓｉｍｕｌａｔｅｄｐａｔｔｅｒｎ（２）

Ｎｏｉｓｅｃａｒｒｉｅｒ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
０ ０．２ ０．５ ０．８ １．２ １．５ １．８ ２．０

１／８

１／１６

Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄ ０．０４７２ ０．０４８８ ０．０５３８ ０．０６１１ ０．０７３９ ０．０８５５ ０．０９８６ ０．１０８０

Ｒｅｆ．［１９］ｍｅｔｈｏｄ ０．０９５９ ０．０９７１ ０．１０３１ ０．１１８８ ０．１３４９ ０．１５４２ ０．１７６２ ０．１９１４

Ｏｕｒｍｅｔｈｏｄ ０．１０１６ ０．１０２３ ０．１０４０ ０．１０５７ ０．１０８８ ０．１１１６ ０．１１４９ ０．１１７２

Ｒｅｆ．［１９］ｍｅｔｈｏｄ ０．１２９７ ０．１４９９ ０．２１７６ ０．１７３４ ０．１８０６ ０．１８５７ ０．１９８５ ０．２０５８

４．３　实际光栅图像实验

保持两种算法的参数不变，在一个实际光栅图

像上检验该算法。实际的光栅图像如图１所示，两

种算法的对比结果分别如图２，３所示。

从以上两个模拟实验可以看出，无论在何种噪

声水平下，无论载频频率怎样变化，该算法计算精度

始终优于文献［１９］的算法；实际实验是测量圆柱的

轮廓，如图１，２，３所示。在圆柱和平面的交接处存

在相位突变，基于代价函数的一维复 Ｍｏｒｌｅｔ小波方

法在相位突变处的结果是完全错误的，而该方法除

了边沿处有误差外，在相位突变处给出了很好的结

果。边沿误差是由于傅里叶变换和解相算法产生

的，忽略边沿像素后的结果如图４所示，从图３，４可

以看出该算法给出的结果非常完整，真实、平滑地描

述了圆柱的轮廓。

图１ 圆柱的光栅图像

Ｆｉｇ．１ Ｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｍｏｄｕｌａｔｅｄｂｙａｃｙｌｉｎｄｅｒ

图２ 文献［１９］算法的结果，其中（ｂ）是（ａ）的另一个视角

Ｆｉｇ．２ ＲｅｓｕｌｔｓｏｆＲｅｆ．［１９］ａｎｄ（ｂ）ｉｓｏｔｈｅｒｖｉｅｗｐｏｉｎｔｏｆ（ａ）

图３ 本课题算法的实验结果，其中（ｂ）是（ａ）的另一个视角

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄａｎｄ（ｂ）ｉｓｏｔｈｅｒｖｉｅｗｐｏｉｎｔｏｆ（ａ）
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图４ 删除边沿像素后该算法的结果，其中（ｂ）是（ａ）的另一个视角

Ｆｉｇ．４ Ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐａｔｔｅｒｎｏｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｗｉｔｈｅｄｇｅｐｉｘｅｌｓｄｅｌｅｔｅｄ，ａｎｄ（ｂ）ｉｓｏｔｈｅｒｖｉｅｗｐｏｉｎｔｏｆ（ａ）

　　另一个对比试验采用的是一个大噪声情况下焊

缝的条纹图像，如图５所示，两种算法的对比结果如

图６和７所示。从图６和７可以看出，该算法正确

地得到了焊缝的轮廓，而文献［１９］算法给出的结果

是完全错误的，这进一步说明本文算法的有效性，尤

其是在被测物体高度变换比较剧烈的情况下，该算

法优于文献［１９］算法。

图５ 焊缝的条纹图

Ｆｉｇ．５ Ｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｏｆｗｅｌｄｉｎｇｓｅａｍ

图６ 文献［１９］算法的结果

Ｆｉｇ．６ ＲｅｓｕｌｔｏｆＲｅｆ．［１９］ｆｏｒｐａｔｔｅｒｎｏｆｗｅｌｄｉｎｇｓｅａｍ

图７ 本课题算法的实验结果

Ｆｉｇ．７ Ｒｅｓｕｌｔｏｆｏｕｒｍｅｔｈｏｄｆｏｒｐａｔｔｅｒｎｏｆｗｅｌｄｉｎｇｓｅａｍ

４．４　噪声对脊的影响

为了检验关于噪声对脊的影响的论断，在模拟

条纹图像（１）的基础上，做了一个补充实验，实验步

骤如下：

１）逐行计算无噪声时条纹图像（１）的小波变换

脊，并将该脊所在的尺度存放在矩阵变量犃０ 中；

２）针对噪声方差为０．２，０．５，０．８，１．０，１．２，１．

５，１．８和２．０等情形，分别逐行逐个计算未经滤波

的加燥条纹图像（１）的小波变换脊，脊所对应的尺

度分别存放在矩阵犃１－犃８ 中；

３）计算差值犈１＝犃０－犃１，犈２＝犃０－犃２，…，

犈８＝犃０－犃８．

矩阵犈１，犈２，…，犈８ 中的元素如果大于零，则表

示对应位置处的脊上移，小于零则表示对应位置处

的脊下移。经统计，大于零的元素数量和小于零的

元素数量如表３所示。

从表３可以看出，当噪声较小时，脊的位置没有

变换，当噪声较大时，脊的位置开始上移，并且随着

噪声增大，向上偏移的脊的数量也开始增大，这就验

证了观点的正确性，即噪声将以较大的概率引起脊

上移。

０７１２００１６
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表３ 脊的移动趋势

Ｔａｂｌｅ３ Ｔｅｎｄｅｎｃｙｏｆｒｉｄｇｅｍｏｖｉｎｇ

Ｎｏｉｓｅｖａｒｉａｎｃｅｎｕｍｂｅｒ ０．２，０．５，０．８，１．０ １．２ １．５ １．８ ２．０

Ｎｕｍｂｅｒｏｆｒｉｄｇｅｍｏｖｉｎｇｕｐ ０ ８ ９４ ４６７ １６５３

Ｎｕｍｂｅｒｏｆｒｉｄｇｅｍｏｖｉｎｇｄｏｗｎ ０ ０ ０ ０ ０

４．５　时间复杂度分析

在时间复杂的方面，两种算法中，本文提出的方

法具有非常小的时间复杂度。在２．２ＧＨｚＣＰＵ，

１ＧＢ内存的计算机下，用 Ｍａｔｌａｂ２０１１Ｂ编程，处理

一幅５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ大小的图像，两种算法消

耗的时间（不包含解相算法所需时间），如表４所示。

表４ 两种算法消耗的时间对比

Ｔａｂｌｅ４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｆｏｒｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｉｎｇｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ｏｕｒ

ｍｅｔｈｏｄ
Ｒｅｆ．［１９］ｍｅｔｈｏｄ

Ｔｉｍｅｃｏｎｓｕｍｅｄ狋／ｓ ４．４７ ３７７．８２

５　结　　论

文献［１９］算法采用代价函数来计算最优的小波

脊，在该代价函数中，如果两个相邻列的小波脊距离

比较远，则相应的代价函数中的惩罚项将会增大，所

以，算法主观上认为脊的位置是不会跳变的，这就导

致该算法对相位的突变（对应小波脊位置的突变）缺

乏稳健性，同时文献［１９］算法有一个寻优过程，计算

量比较大，这是文献［１９］算法的两个主要缺点。

文中认为噪声将以非常大的概率导致小波脊上

移。这个结论是很有意义的，因为小波脊的正上面

的小波系数也可能比较大，但是在重构中，并不考虑

该系数，并认为该系数只是噪声引起的，在信号的重

构中可以被忽略。基于这样一个结论，可以采用部

分幅值较大的小波系数近似重构原信号，然后基于

ＯＴＳＵ算法对小波系数再次选择，去除小幅值系

数，最后，对小波系数进行微调，避免在重构中出现

小波系数为零的情况。

和文献［１９］算法对比，本文算法没有类似的脊

的位置约束，所以在相位突变处的处理能力要高于

文献［１９］算法，另外，采用指数尺度间隔的连续小波

变换，代替常用的线性尺度间隔的小波变换，使得两

个尺度之间的间隔变大，并且这里小波分解的结果

是非冗余的，所以小波分解得到的子信号数量比较

少，小波系数模极大值就对应了小波最优脊，算法不

需要小波最优脊的寻优过程，因此，小波分解的子信

号数量少和不需要脊的寻优过程这两个特点决定了

本文算法计算量是很小的。

事实上，该算法也存在着一些缺点，主要表现

为：１）算法是一维的，没有考虑行与行之间的相关

性；２）对大强度的持续干扰缺乏稳健性。将模极大

值作为小波变换的最优脊是本文算法的一个基础，

在随机噪声模型下，算法采用脊及其正下方的元素

重构信号，可以得到很好的结果。如果干扰信号是

窄带信号且持续时间较长，幅度较大，使得小波脊大

幅偏离其原有的位置，则本文算法及文献［１９］算法

都会给出错误的结果，下一步将在Ｓｕｎ的小波非冗

余分解与重构算法的基础上，研究避免这种噪声干

扰的方法。
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