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摘要　提出了一种计算螺旋型波带片聚焦特性的方法。从衍射积分理论出发对螺旋型波带片的聚集特性进行了

理论计算，推导出了级数形式的解析解，获得了螺旋型波带片“空心”焦点的场强分布。利用螺旋型波带片的聚焦

特性，对其成像进行了数值模拟和理论分析。理论分析表明螺旋型波带片的空间分辨率与其“空心”焦点的环宽有

关。通过验证实验证明理论分析与实验测试一致，为螺旋型波带片成像理论和模拟计算提供了一种有效手段。
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１　引　　言

螺旋型波带片（ＳＺＰ）是一种具备光学变换功能

的衍射光学元件，最早由 Ｈｅｃｋｅｎｂｅｒｇ等
［１］作为一

种全息图提出，用于在可见光波段产生光学奇点。

在光学图像处理中，螺旋型相位板可用于产生光学

径向希尔伯特变换，获得目标物体的边缘增强图

像［２～５］。Ｓａｋｄｉｎａｗａｔ等
［６］发现ＳＺＰ也具有螺旋型

相位分布的特征，因而也可实现光学径向希尔伯特

变换，他们制作了用于Ｘ射线波段成像的ＳＺＰ，并

在同步辐射上获得了圆孔的边缘增强图像。ＳＺＰ弥

补了Ｘ射线波段缺少光学变换元件的不足，为Ｘ射

线波段的衬度成像、边缘增强和边界检测提供了新

手段。

当ＳＺＰ的阶数为零时其图案与菲涅耳波带片

完全相同［１，６］，这表明ＳＺＰ与菲涅耳波带片在几何

结构上存在一定关联，但两者之间成像特性却存在

很大差异。这种差异来源于两种衍射元件的聚焦特

性不同。对于菲涅耳波带片人们已经进行了充分的

理论研究，形成比较完备的理论分析方法［７，８］。对

于ＳＺＰ国内外均开展了实验研究
［６，９，１０］，但理论研

０７０５００４１
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究还不多。曾利用快速傅里叶变换的方法对ＳＺＰ

成像进行了数值模拟［１１］。聚焦特性是光学元件成

像特性的重要表征，从理论上深入研究ＳＺＰ还需要

对其聚焦特性进行计算。本文提出了一种ＳＺＰ聚

焦特性的理论计算方法。利用衍射理论推导出了

ＳＺＰ的聚焦特性公式，给出聚焦特性的级数形解析

解。通过聚焦特性对ＳＺＰ空间分辨率进行了分析

并进行了实验验证。

２　理论模拟

ＳＺＰ的相位函数为
［６］

犛ＺＰ（狉，θ）＝犎（狉，θ）犣Ｐ（狉，θ）＝ｅｘｐｊ狆θ－
ｊπ狉

２

λ（ ）犳 ，

（１）

式中狆为拓扑数，λ为波长，犣Ｐ（狉，θ）为菲涅耳波带

片的相位函数，犎（狉，θ）为径向希尔伯特相位函数。

Ｃａｏ等
［７］利用衍射积分公式计算菲涅耳波带片聚焦

特性时，将菲涅耳波带片的相位函数作为积分函数，

波带片环带面作为积分区域进行积分，分别计算出

每个环带在焦点附近的衍射场，将所有环带产生的

衍射场叠加起来得到焦点附近衍射场分布。同样，

在平行光垂直照明时ＳＺＰ焦点附近的衍射场表示

为

犝（犚，φ）＝∑
犖

狀＝１

犝狀（犚，φ），

式中犝狀（犚，φ）是第狀个环带在焦点附近产生的衍射

场。对于ＳＺＰ，第狀个环带在焦点附近产生的衍射场

犝狀（犚，φ）用瑞利 索末菲衍射积分公式计算：

犝狀（犚，φ）＝
１

λ
犃狀

ｅｘｐ（ｊ狆θ）
犳

ρ
２ｅｘｐ（ｊ犽ρ）狉ｄ狉ｄθ，（２）

式中ρ＝ ［犳
２
＋犚

２
＋狉

２
－２犚狉ｃｏｓ（θ－φ）］

１／２为场点

（狉，θ）到焦点附近观察点（犚，φ）之间的距离。犃狀 为

第狀个环带的面积，如图１所示。与菲涅耳波带片不

同的是积分核中多了ｅｘｐ（ｊ狆θ）的相位项。

图１ ＳＺＰ聚焦示意图

Ｆｉｇ．１ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｆｏｒａｎＳＺＰｆｏｃｕｓｉｎｇ

在近轴近似下距离ρ可以展开为

ρ≈犳狀＋
犚２＋（狉

２
－狉

２
狀）－２犚狉ｃｏｓ（θ－φ）

２犳狀
．（３）

根据［１２］

∫
２π

０

ｄθｅｘｐ［ｊ狆θ－犼狌ｃｏｓ（θ－φ）］＝ｊ
狆２πｅｘｐ（ｊ狆φ）Ｊ狆（狌）．

（４）

将（４）式代入到（２）式，可以得到

犝狀（犚）＝
ｊ
狆ｅｘｐ（ｊ狆φ）犽犳
犳
２
狀

ｅｘｐｊ犽犳狀＋
犚２

２犳（ ）［ ］
狀

犌（犚），　

（５）

犌（犚）＝∫

犫狀

犪狀

ｅｘｐｊ犽
狉２－狉

２
狀

２犳（ ）
狀

Ｊ狆
犽犚狉

犳（ ）
狀

狉ｄ狉， （６）

式中Ｊ狆（·）是狆阶第一类贝塞尔函数。与文献［１０］

中比较可以看到，其基本形式与菲涅耳波带片衍射

积分相同，唯一区别是由螺旋型相位项生成的狆阶

一类贝塞尔函数。因此采用文献［７］中数值处理方

法来计算犌（犚）：转换到狊＝狉２ 坐标系下。在新坐标

系下犌（犚）表示为

犌（犚）＝
１

２∫

狊狀＋犱狀

狊狀－犱狀

ｅｘｐｊ犽
狊－狊狀
２犳（ ）

狀

Ｊ狆
犽犚

犳狀
狊１
／（ ）２ ｄ狊，（７）

式中各个变量定义为：犪狀和犫狀分别表示第狀个环带

的内边缘和外边缘；中点狊狀 ＝ （犪
２
狀 ＋犫

２
狀）／２，半宽度

犱狀 ＝ （犫
２
狀－犪

２
狀）／２，特征坐标狉狀 ＝狊

１／２
狀 。Ｊ狆（·）贝塞尔

函数的泰勒展开为

Ｊ狆（ε狊
１／２）＝∑

∞

犿＝０

１

犿！
ｄ犿

ｄ狊犿
Ｊ狆（ε狊

１／２［ ］）
狊＝狊狀

（狊－狊狀）
犿．

（８）

对于Ｊ狆（·）贝塞尔函数满足关系
［７］

ｄ犿

ｄ狊犿
Ｊ狆（ε狊

１／２）＝
ε
２犿

２犿
ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿

Ｊ狆（ξ）， （９）

对于零阶贝塞尔函数有［７］

ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿

Ｊ０（ξ）＝
（－１）

犿

ξ
犿 Ｊ犿（ξ）． （１０）

根据（１０）式可以得到

Ｊ犿（ξ）＝
ξ
犿

（－１）
犿

ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿

Ｊ０（ξ）， （１１）

利用（９）～（１１）式对于狆阶一类贝塞尔函数有

ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿

Ｊ狆（ξ）＝
ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿

ξ
狆

（－１）狆
ｄ

ξｄ（ ）ξ
狆

Ｊ０（ξ）＝

（－１）
犿

ξ
犿

ξ
犿＋狆

（－１）
犿＋狆

ｄ

ξｄ（ ）ξ
犿＋狆

Ｊ０（ξ）＝
（－１）

犿

ξ
犿 Ｊ犿＋狆（ξ）．

（１２）

将（９）式和（１２）式代入到（８）式得到狆阶贝塞尔函

０７０５００４２
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数的级数展开

Ｊ狆（ε狊
１／２）＝∑

∞

犿＝０

（－１）
犿（α犚）

犿

犿！２犿狊犿狀
Ｊ犿＋狆（α犚）（狊－狊狀）

犿，

（１３）

式中α＝犽狉狀／犳狀。将（１３）式代入（７）式中，得到
［７］

犌（犚）＝∑
∞

犿＝０

犌犿（犚）＝∑
∞

犿＝０

ｊ
犿（α犚）

犿犱犿＋１狀

犿！２犿狊犿狀γ
犿＋１犺犿Ｊ犿＋狆（α犚），

（１４）

犺犿 ＝∑
犿

犻＝０

（－１）
犻犿！

（犿－犻）！
Ｉｍ［（ｊγ）

犿－犻ｅｘｐ（ｊγ）］． （１５）

式中γ＝犽犱狀／（２犳狀）。这样得到函数犌（犚）级数形式

解后，通过（５）式便得到单个环带的在焦点附近产

生的衍射场犝狀（犚，φ），最终获得ＳＺＰ焦点附近的衍

射场分布犝（犚，φ）＝∑
犖

狀＝１
犝狀（犚，φ）。当狆＝０时可

以得到菲涅耳波带片焦点附近的衍射场分布［７］。在

焦点附近犚～０，犌（犚）高阶项趋近于０，有犌（犚）～

犌０（犚），焦点附近的衍射场可近似表示为

犝狀（犚）≈
２ｊ
狆ｅｘｐ（ｊ狆φ）犳
犳狀

ｅｘｐｊ犽犳狀＋
犚２

２犳（ ）［ ］
狀
×

ｓｉｎ
犽犱狀
２犳（ ）

狀

Ｊ狆
犽狉狀

犳狀（ ）犚 ． （１６）

在狆≥１情况下犚＝０时，Ｊ狆
犽狉狀

犳狀（ ）犚 ＝０，ＳＺＰ产生“中

空”焦点，且呈螺旋型相位分布。分别计算了波长λ＝

０．６μｍ，焦距犳＝１００ｍｍ的ＳＺＰ狆＝０，１和２时焦

点附近场强分布，如图２所示。

图２ ＳＺＰ焦点附近场强分布及截面分布图。（ａ）狆＝０；（ｂ）狆＝１；（ｃ）狆＝２

Ｆｉｇ．２ ＩｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｎｅａｒｔｈｅｆｏｃｕｓｏｆＳＺＰａｎｄｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｐｒｏｆｉｌｅ．（ａ）狆＝０；（ｂ）狆＝１；（ｃ）狆＝２

　　下面利用聚焦特性公式对ＳＺＰ在相干照明条

件下的空间分辨率进行分析。定义ＳＺＰ“空心”焦斑

环宽为δ，如图２（ｂ）所示。以狆＝１情况为例分析，

计算值δ＝６μｍ。假设有两个距离为犱的点成像，

当犱＝７．５、７．３、７、６．５、６、５．５μｍ时候，产生图像如

图３所示。当两点距离足够远时，它们对应的“空心

圈”像可清晰分辨。随着点距不断缩小，两个空心圈

的相邻边缘相干相消，当犱＜δ时两“空心圈”基本融

为一体无法区分。

模拟结果显示焦斑环宽δ是衡量ＳＺＰ空间分

辨率的重要指标。假设利用ＳＺＰ对于一组周期性

条纹成像（便于分析在中间条纹边缘标注了犃，犅，犆

三点），如图４中（ａ）所示。当周期犱＞２δ时，犃，犅，犆

三点能够准确分辨，其所在的边缘清晰可见，如图４

中（ｂ）所示。当２δ＞犱＞δ由于位于同一个条纹边缘

上的犃点与犅点已经无法区分，但犃点与犆点还能

准确区分，只能得到一个衍射峰，此时边缘已经无法

分辨，如图４中（ｃ）所示；当δ＞犱时，犃，犅，犆三点均

无法区分开来，于是只能位于两端的条纹外边缘的

两个衍射峰，如图４中（ｄ）所示。

３　实验验证

验证实验设计如下：氦氖激光器作为光源，成像

元件ＳＺＰ，工作波长λ＝０．６μｍ，焦距犳＝１００μｍ，

计算值δ＝６μｍ。Ａ６空间分辨率卡作为目标物体，

光学电荷耦合器件（ＣＣＤ）作为记录介质。
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图３ 两个不同距离的点经过ＳＺＰ成像的

数值模拟

Ｆｉｇ．３ Ｔｗｏｐｏｉｎｔｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｉｓｔａｎｃｅｓｉｍａｇｉｎｇ

ｂｙｃｈａｒｇｅ１ＳＺＰ

图４ 对周期条纹成像效果。（ａ）周期性条纹；

（ｂ）犱＞２δ；（ｃ）δ＜犱＜２δ；（ｄ）犱＜δ

Ｆｉｇ．４ Ｉｍａｇｉｎｇｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｉｎｅｓ．（ａ）Ｐｅｒｉｏｄｉｃａｌｌｉｎｅｓ；

（ｂ）ｌｉｎｅｓｉｍａｇｉｎｇｗｉｔｈｐｅｒｉｏｄｓ犱＞２δ；（ｃ）δ＜犱＜

　　　　　　　２δ；（ｄ）犱＜δ

　　实验布局如图５所示，激光照射物体后经过

ＳＺＰ成像到ＣＣＤ上。在空间分辨率前面放置一个

直径２００μｍ左右的针孔，用于限制成像区域以满

足ＳＺＰ成像的衍射条件。ＳＺＰ实现边缘增强成像

需要同时满足成像条件与滤波条件［６］。成像条件要

求物像距满足透镜成像公式；而滤波条件要求，ＳＺＰ

位于成像物体的夫琅禾费衍射区。位于分辨率卡前

面的针孔将成像区域限制在光轴附近保证满足滤波

条件。针孔限光会带来衍射效应导致照明不够均

匀，但对验证实验结果没有影响。图６给出了测量

得到的第１，５，１２，１６，１９组条纹的成像结果，各组条

纹的宽度分别为７．５，５．９５，３．９７，３．１５，２．６５μｍ，对

应周期为１５，１１．９，７．９４，６．３４，５．３μｍ。第１组与

第５组条纹对应于犱≥２δ的情形，可以看到每个条

纹的边缘均清晰可见；第１２组与第１６组条纹对应

于２δ＞犱＞δ的情形，此时位于内部的条纹边缘成像

比较模糊；第１９条纹对应于犱＜δ的情形，内部条纹

基本不可见，只余下最外边条纹的边缘图像，呈现

“方框”形状。实验测量结果表明通过ＳＺＰ能够观

察到空间分辨率卡中最小线对组为第１６组线对，因

此其空间分辨率测量值为６．３μｍ，在实验误差范围

内与理论计算值一致。

图５ 实验布局

Ｆｉｇ．５ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ

图６ 对空间分辨率卡成像的实验结果

Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｏｆｉｍａｇｉｎｇｆｏｒｓｐａｔｉａｌｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｔａｒｇｅｔ

４　结　　论

提出了理论计算ＳＺＰ聚焦特性的方法，推导了

级数形式解析解。利用ＳＺＰ聚集特性，对不同物体

间距下螺旋型成像进行了数值模拟和理论分析。结

果表明ＳＺＰ焦斑的环宽是衡量其空间分辨率的重

要参数，实验测量结果与理论分析一致。该方法为
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ＳＺＰ成像定性定量分析提供了理论依据。
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