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摘要　根据紫外波长光束在空气中传输时的非线性效应得到包含氧分子三光子电离等非线性效应的薛定谔方程。

由该非线性薛定谔方程出发，研究了紫外波长光束在空气中传输时局域涡旋光孤子的形成。将涡旋孤子的形成和

粒子在势阱中的运动联系起来，讨论了光束在空气中形成局域涡旋光孤子的初始条件。数值求解了柱坐标下的涡

旋孤子解，随着初始幅值的变化，方程出现单环、双环等孤子解；分析了孤子解光强分布随着传播常数的变化情况，

并得出光束尺度和脉冲能量对应初始幅值的变化关系。同时分析了孤子解的扰动稳定性，验证了Ｓｋａｒｋａ所推导

的一般性判据。
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１　引　　言

强激光光束在介质中传输时，会产生一系列的

非线性效应，其中克尔非线性作用使光束聚焦，从而

增加了聚焦区域的光强。当强度达到一定的阈值时

便引起中性分子的多光子电离，形成等离子体，而等

离子体对光束有散焦作用，进而反向抑制光束的聚

焦。当非线性自聚焦和等离子体散焦之间平衡时，

即可形成一个自导引的激光束。这便是激光脉冲在

介质中的自导引传输机理。我国近年来关于非线性

光学的研究亦有一定的进展，如文献［１］中利用变分

法求解具有初始波前曲率的光束的传输特性等；对

液晶等非线性材料中光控空间孤子亦有重要的理论

０６１９００３１
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成果［２，３］，此外在实验上也有一些重要的发展，如刘

楚等［４］对光线中超连续谱的实验研究。

局域涡旋光孤子可以通过一束外加涡旋结构的

入射光束（即奇异光束）产生。这种涡旋结构在奇点

处的相位是不确定的，相应的强度为零，即光束中心

呈暗斑，沿此暗斑旋转一圈，相位改变为２犿π，犿 为

整数，称为拓扑荷。人们发现了一种奇特的非线性，

即：对于光束的低强度部分，介质是自聚焦的（ｄδ狀／

ｄ犐＞０，这里δ狀是非线性折射系数、犐是光束强度）；

对于光束的高强度部分，介质是自散焦的（ｄδ狀／ｄ犐＜

０），这样对于同一光束，其同时存在散焦和聚焦的区

域。介于这一现象，Ｂｅｒｇé等
［５］研究了空气中飞秒

激光脉冲的自导引传输现象，依据多光子电离引发

的散焦作用发现了一种新型孤子结构。Ｓｋａｒｋａ

等［６］继而研究了红外光束在空气中的传输机理，分

析了入射光束的成丝、耦合及产生涡旋孤子的条

件等。

随着紫外激光器的发展及应用［７］，基于紫外波长

的非线性光学的研究亦有了一定的实验基础及技术

途径。紫外光脉冲在空气中传输时，使空气产生电离

的峰值功率要比红外光小很多（约１ＴＷ／ｃｍ２），并且

可以使用脉宽比较长的激光脉冲。由Ｓｃｈｗａｒｚ等
［８］

的研究结果可知近红外光在空气中传输时的一些非

线性效应对紫外光而言可以忽略，从而主要考虑克尔

效应和氧分子三光子电离效应。本文研究了紫外光

束（２４８ｎｍ）在空气中的传输及涡旋孤子的形成，考虑

了氧分子的多光子电离效应，推导出光束传输的非

线性薛定谔方程，分析了紫外光束产生涡旋孤子的

条件。

２　非线性薛定谔方程及其孤子解

对于简单偏振光和适度自散焦程度，可以由麦克

斯韦方程组出发，得出描述慢变场振幅包络犈（狓，狔，

狕）的非线性薛定谔方程
［６］：

２ｉ犽
犈

狕
＋

２

狓
２＋


２

狔（ ）２ 犈＋２犽２δ狀狀０犈＝０， （１）
式中犽为波数，狀０、δ狀分别是线性和非线性折射率，

Δ⊥＝
２／狓

２
＋

２／狔
２ 是描述光束衍射的二维拉普

拉斯算子，（１）式第三项表明非线性折射率对光束

传输的影响。激光场强度为犐＝犈
２／（２ε０犮狀０）。空气

中的非线性折射率δ狀＝狀２犐－犖ｅ／（２狀０犖ｃ），第一项

为克尔自聚焦效应，第二项为等离子体散焦，犖ｅ 为

等离子体密度，犖ｃ为临界等离子体密度，对于频率

ω，犖ｃ＝ε０犿ｅω
２／犲２。在（１）式中，忽略了群速度色散

对于脉冲整形的效应，因为在适度密度的等离子体

（犖ｅ犖ｃ）中对于脉宽大于１００ｆｓ的脉冲，群速色

散的影响是非常小的，而本文中采用的正是紫外波

长光长脉冲（几十皮秒到几百皮秒量级）。

２．１　空气中饱和非线性薛定谔方程

空气中分子、原子通过逆韧致辐射吸收能量，

需吸收的光子数狀＝犠１／（犺ν），其中犠１为分子的电

离能，氧分子的电离能为犠１ ＝１２．２ｅＶ。假设多光

子电离为等离子体生成的主要机制，对于波长λ＝

２４８ｎｍ、脉宽τ＝１０ｐｓ的光脉冲，光子能量犺ν＝

５．０１ｅＶ，因此被吸收的光子数狀≈２．４４，即电离一

个氧分子需要三个光子，狀＝３。发生多光子电离时，

电子的产生速率遵循如下方程［８］

ｄ犖ｅ
ｄ狋
＝σ

（狀）犐狀犖０， （２）

σ
（狀）是多光子电离系数。对时域脉冲用分步函数来

近似，（２）式可以进一步简化，即把右边的看成是一

个常数，则犖ｅ＝σ
（３）犐３犖０τ０，这里τ０ 是脉冲的时域

宽度。

因此，非线性薛定谔方程可以简化为

ｉ
犈

狕
＋
１

２犽

２

狓
２＋


２

狔（ ）２ 犈＋犽（狀２犐－狀３犐３）犈＝０，
（３）

式 中 狀３ 为 等 离 子 体 非 线 性 系 数，

狀３ ＝σ
（３）犖０τ０／（２犖ｃ），至此得到了描述紫外光束在

空气中传输的饱和非线性薛定谔方程。这种饱和非

线性的特点是光束在低强度时聚焦，在高强度时光

束散焦，其临界状态为

ｄδ狀
ｄ犐
＝０． （４）

　　由（４）式可得临界强度犐ｃ ＝ ［狀２／（３狀３）］
１／２，这

种非线性介质在中心部位自散焦，而在其侧翼保持

聚焦。（３）式可利用如下的尺度变换来处理，狕／犣，

狉⊥ ／犚，犐／犐犮，犈／犈０ 这 里 犣 ＝ λ／（２π狀２犐ｃ）、犚 ＝

λ／（８π
２狀２犐ｃ）

１／２ 和犈０ ＝ （犮／４π犐ｃ）
－１／２，得

ｉ犈／狕＋Δ⊥犈＋犳（犈
２）犈＝０， （５）

其中非线性项为犳（｜犈｜
２）＝｜犈｜

２－｜犈｜
６／３。

２．２　紫外波长光束的涡旋孤子解

考虑在柱坐标下求解涡旋孤子解，研究其径向

分布，涡旋光的最典型表达为

犈（狓，狔，狕）＝犝（狉）ｅｘｐ（ｉ犿θ）ｅｘｐ（ｉβ狕）， （６）

此处犝（狉）是跟狉有关的振幅；β为传输常数；犿为光

学涡旋的拓扑数亦即角向模式，这里考虑它的第一

角向模式，犿＝１。

０６１９００３２
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将（６）式代入（５）式

ｄ２犝

ｄ狉２
＋
１

狉
ｄ犝
ｄ狉
－β犝－

犝

狉２
＋犝

３
－
犝７

３
＝０．（７）

　　求解该方程的“势阱”得

犞（犝）＝２∫－β犝＋犝
３
－
犝７（ ）３ ｄ犝 ＝

－β犝
２
＋
犝４

２
－
犝８

１２
． （８）

这里把光束传输和粒子在势阱中的非守恒运动联系起

来，有利于更直观地理解光束在空气中的传输过程。

若犞（犝）＝０，且ｄ犞／ｄ犝 ＝０时，分析势阱的一

个临界状态，结合（８）式可得符合临界状态的β＝

０．４７，图１给出了四种不同β值时的犞（犝）。

图１ 四种不同传播常数时的势阱

Ｆｉｇ．１ Ｐｏｔｅｎｔｉａｌａｓａｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔβ

若β＞０．４７，如图１中β＝０．５５的曲线，势阱有

一个极大值，但是该值比初始的势阱值要小，这样势

阱中有效质点不能回到其初始状态，即方程不能求

得稳定解；而当０＜β＜０．４７，则势阱的值可以回到

初始大小，可以产生局域涡旋光孤子；若β≤０，这样

势阱有效质点无法通过，这种情况对应着非局域涡

旋光孤子［９］。

利用龙格 库塔法可以求出（７）式的解。对于β＝

０．１，若有效质点携带的“初始速率”犝０≈０．１２４时，无

法越过势阱最大值从而产生单环解。随着“初始速率”

增加，势阱中的“有效质点”在到达其初始位置前将在

势阱中震荡，从而形成了多环孤子解，如图２中的双

环和三环解，其“初始速率”分别是犝０ ≈０．２３５和

犝０≈０．３３５。这里也可以看出所产生孤子随着入射

光束强度的变化关系，若产生孤子的平衡被打破，即

犝０ 取值的改变，则无法得到收敛的孤子解。

随着传播常数β的增加，光强分布的中心区域变

得越来越平，且向外扩展［１０］，如图３所示。这是由于

其位于自散焦的区域，这种趋势最终可形成非局域的

图２ （７）式在β＝０．１时的单环及多环孤子解

Ｆｉｇ．２ ＳｔａｔｉｏｎａｒｙＬＯＶＳｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｏｎｅａｎｄ

ｓｅｖｅｒａｌｒｉｎｇｓｗｉｔｈβ＝０．１

图３ （７）式对应不同传播常数的孤子解，１：β＝０．１；

２：β＝０．３；３：β＝０．４；４：β＝０．４２；５：β＝０．４５

Ｆｉｇ．３ Ｓｔａｔｉｏｎａｒｙ ＬＯＶＳ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔβ，１：β＝０．１；２：β＝０．３；

　　３：β＝０．４；４：β＝０．４２；５：β＝０．４５

孤子解。图４是二维光强分布，其中图４（ａ）对应β为

０．１；图４（ｂ）对应β为０．３；图４（ｃ）对应β为０．４；

图４（ｄ）对应β为０．４２；由此图可更直观得看出光强

分布的中心区域随着传播常数的变大而变宽。

这里求解的三次方七次方竞争非线性下的结论

和文献［１０］中带有三次方五次方竞争非线性项的波

方程的解相似。这种局域解和非局域解的相互转换

将来可用于光信息的处理。

利用上述的求解方法，求解了一组不同传播常

数的孤子解，通过数值模拟得出初始幅值犝０ 和最

大幅值犝ｍａｘ随传播常数β的变化曲线，如图５所示。

如图５所示，在β＜０．３４时，犝０ 是关于β的增

函数，但当β＞０．３４时，则为减函数；犝ｍａｘ 是随着β

递增的，且当β＞０．３４时，犝ｍａｘ ＞１，这说明在光束

最大值处介质开始散焦，同时在脉冲侧翼仍保持散

焦。在图３中我们给出了几类孤子解，可以看出犝ｍａｘ

随β的变化趋势是符合上述分析的。

０６１９００３３



光　　　学　　　学　　　报

图４ （７）式对应不同传播常数的孤子解

Ｆｉｇ．４ ＳｔａｔｉｏｎａｒｙＬＯＶＳｓｏｌｕｔｉｏｎｓｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｃｏｎｓｔａｎｔβ

图５ 原点处的幅值犝０、最大幅值犝ｍａｘ对应

传播常数β的曲线

Ｆｉｇ．５ Ｓｐａｔｉａｌｄｅｒｉｖａｔｉｖｅｏｆｔｈｅｆｉｅｌｄ犝０ａｔｔｈｅｏｒｉｇｉｎａｎｄｔｈｅ

ｍａｘｉｍｕｍ ａｍｐｌｉｔｕｄｅ犝ｍａｘ ｖｅｒｓｕｓｔｈｅ ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

　　　　　　　　ｃｏｎｓｔａｎｔβ

３　利用变分法分析产生稳定孤子解的

条件

根据零边界条件容易得出脉冲能量和哈密顿

量［１１］的积分表示形式

犘＝∫ｄ狉⊥ 犈 ２， （９）

犎 ＝∫ｄ狉⊥ ［Δ⊥犈
２
－犉（犈

２）］， （１０）

式中犉（犈 ２）＝∫
犈

２

０

犳（狓）ｄ狓，犳（狓）＝狓－
狓３

３
。

使用高斯整形脉冲作为试探函数

犈＝犃（狕）ｅｘｐ －
狉２

２犚２（狕）
＋ｉ犆（狕）狉

２
＋ｉφ（狕［ ］），

（１１）

式中犃（狕）为振幅，犚（狕）为光束尺寸，犆（狕）为波前曲

率，φ（狕）为相位。

将（１１）式代入（９）、（１０）式计算得

犘＝犃
２犚２， （１２）

犎 ＝１／２犃
２
－１／８犃

４犚２＋１／９６犃
８犚２． （１３）

　　利用变分法处理，可得到有效势阱
［１１］，其表征

光束尺寸犚（狕）的演化

犞（犚）＝
２

犚２
－
犚２

犚２０犃
２
０

犓
犚２０犃

２
０

犚（ ）２
， （１４）

（１４）式中，犃０、犚０ 为光束在狕＝０处的初始幅度和

初始尺寸，其中犓（狓）由

犓（狓）＝４∫
∞

０

狑犉［狓ｅｘｐ（－狑
２）］ｄ狑，

积分求得。假定初始光束是零曲率的，即

ｄ犚／ｄ狕狘狕＝０ ＝０＝犆（０）．

若光束的初始尺寸选择为平衡时的尺寸，即犚０＝犚ｅ

时，（１４）式的导数为零，即平衡状态，可求出光束的

平衡尺寸

犚２ｅ ＝
２

犓′（犃２０）－犓（犃
２
０）／犃

２
０

＝
４

犃２０－犃
６
０／４
．

（１５）

　　可利用振幅微扰模型来确定平衡解犚０＝犚ｅ的

稳定性［１１］。以微扰犚＝犚ｅ＋δ犚，其中犚ｅδ犚：

ｄ２δ犚

ｄ狕２
＋Ω

２
δ犚＝０， （１６）

Ω
２
＝

２犞

犚
２

犚＝犚０

＝
犃６０
２犚２０

． （１７）

由（１７）式可知Ω
２ 恒大于０，即ｄ犘ｅ／ｄ犃０＞０，则上述

解对于光束尺寸的扰动是稳定的，即对横向扰动是

稳定的，这种判定条件和Ｖａｋｈｉｔｏｖ稳定性判据是等

价的［１２］。这里采用的非线性条件所得的结论同时

验证了Ｓｋａｒｋａ所推导的一般性判据。

若哈密顿量为负时，则光束形成一个往复振动

的波导，类似于求解光束平衡尺寸方法可以求出零

哈密顿量时的光束尺寸：

犚２犺 ＝
４

犃２０－犃
６
０／１２

． （１８）

　　根据（１５）、（１８）式分别画出图６中犲、犺曲线。

在曲线的上方区域，光束尺寸因为初始的聚焦而往

复振动，由图也可看出若犚０
２
＞犚

２
犺 时，即位于曲线犺

０６１９００３４
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上方时，对于给定的犃０
２，其哈密顿量为负，即光束

形成一个往复振动的波导；若犚０
２
＜犚

２
犺 时，即位于

曲线犺下方时，光束单调衍射。

图６ 平衡曲线犲和零哈密顿量曲线犺

Ｆｉｇ．６ Ｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍｃｕｒｖｅ犲ａｎｄｚｅｒｏＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｃｕｒｖｅ犺

结合上述的结果，可以得出平衡光束能量和零

哈密顿量光束能量分别为

犘犲 ＝
４

１－犃
４
０／４
，　犘犺 ＝

４

１－犃
４
０／１２

． （１９）

　　在图７中犺曲线的上方，哈密顿量为负，这和上

述结果一致，此时不能衍射，因此能量大于临界能量

４的光束将在平衡状态振荡，此即等离子散焦的饱

和引起的。

图７ 脉冲能量犘对于犃０ 的变化关系

Ｆｉｇ．７ Ｌａｓｅｒｐｕｌｓｅｅｎｅｒｇｙ犘ａｓａｇｒｏｗｉｎｇ

ｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅａｍｐｌｉｔｕｄｅ犃０

４　结　　论

从非线性薛定谔方程出发，研究了空气中紫外

光束形成局域涡旋光孤子的机理，引入二维空间中

粒子的势阱，分析形成孤子解的β值范围及产生孤

子解的条件等。数值求解了在犳（｜犈｜
２）＝｜犈｜

２－

｜犈｜
６／３这样的非线性条件下的局域涡旋孤子解，得

出随着初始幅值的变化，方程的解呈单环，双环等孤

子解；且随着β的增加孤子解的光强分布向外扩展，

最终可形成局域解向非局域解的转化。并验证 Ｖ．

Ｓｋａｒｋａ等推导的在饱和非线性介质中关于光束尺

寸的一般性结论，分析了孤子解在横向扰动上的稳

定性，并研究了光束能量和初始幅值的关系。
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