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基于犛变换的改进窗口傅里叶三维测量法
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摘要　讨论了一维犛变换在处理条纹图中的应用，推导了犛变换表达式，提出一种基于犛变换脊的自适应窗口傅

里叶三维测量法。利用犛变换对于频率的敏感性以及犛变换脊思想，求得任意点的瞬时频率。推导了在相位跳变

剧烈区域相位二阶导φ″（犫）对犛变换脊的影响，并求得去除此影响后更为准确的瞬时频率。然后将瞬时频率倒数

作为经典窗口傅里叶变换（ＷＦＴ）的窗口大小，解出条纹图的精确相位。最后对去除相位二阶导影响前后基于犛脊

的 ＷＦＴ进行对比仿真；实验验证其与传统基于小波脊的 ＷＦＴ在抗噪声、解相位精度上的优势。

关键词　傅里叶光学；犛变换；窗口傅里叶变换；三维测量；解相位

中图分类号　ＴＮ９１１．７３　　　文献标识码　Ａ　　　犱狅犻：１０．３７８８／犃犗犛２０１２３２．０５１２００８

犠犻狀犱狅狑犲犱犉狅狌狉犻犲狉犜狉犪狀狊犳狅狉犿犘狉狅犳犻犾狅犿犲狋狉狔犅犪狊犲犱狅狀

犃犱狏犪狀犮犲犱犛犜狉犪狀狊犳狅狉犿

犇狅狀犵犉狌狇犻犪狀犵　犇犪犉犲犻狆犲狀犵　犎狌犪狀犵犎犪狅
（犛犮犺狅狅犾狅犳犃狌狋狅犿犪狋犻狅狀，犛狅狌狋犺犲犪狊狋犝狀犻狏犲狉狊犻狋狔，犖犪狀犼犻狀犵，犑犻犪狀犵狊狌２１００９６，犆犺犻狀犪）

犃犫狊狋狉犪犮狋　犃狀犪犱犪狆狋犻狏犲狑犻狀犱狅狑犲犱犉狅狌狉犻犲狉狋狉犪狀狊犳狅狉犿 （犠犉犜）狆狉狅犳犻犾狅犿犲狋狉狔犫犪狊犲犱狅狀狋犺犲狉犻犱犵犲犪犾犵狅狉犻狋犺犿狅犳犛

狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狊狆狉犲狊犲狀狋犲犱．犜犺犲狆狉犪犮狋犻犮犪犾狌狊犲狅犳狅狀犲犱犻犿犲狀狊犻狅狀犪犾犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狀狆狉狅犮犲狊狊犻狀犵犳狉犻狀犵犲狆犪狋狋犲狉狀犻狊犱犻狊犮狌狊狊犲犱，

犪狀犱狋犺犲犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿犲狓狆狉犲狊狊犻狅狀犻狊犱犲狉犻狏犲犱．犈狏犲狉狔狆狅犻狀狋′狊犻狀狊狋犪狀狋犪狀犲狅狌狊犳狉犲狇狌犲狀犮狔犻狊犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犫狔狋犪犽犻狀犵犪犱狏犪狀狋犪犵犲狊

狅犳犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿′狊犳狉犲狇狌犲狀犮狔狊犲狀狊犻狋犻狏犻狋狔犪狀犱犻狋狊狉犻犱犵犲犻犱犲犪．犜犺犲犻狀犳犾狌犲狀犮犲狅犳φ″（犫）狅狀狋犺犲狉犻犱犵犲狅犳犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿犻狊

犱犲狉犻狏犲犱犻狀狋犺犲狊犺犪狉狆狆犺犪狊犲狋狉犪狀狊犻狋犻狅狀狉犲犵犻狅狀，犪狀犱犪犿狅狉犲犪犮犮狌狉犪犮狔犻狀狊狋犪狀狋犪狀犲狅狌狊犳狉犲狇狌犲狀犮狔犻狊犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犪犳狋犲狉狉犲犿狅狏犻狀犵

狋犺犻狊犱犲狏犻犪狋犻狅狀．犜犺犲狀犪狀犪犮犮狌狉犪狋犲狆犺犪狊犲犿犪狆狅犳犳狉犻狀犵犲狆犪狋狋犲狉狀犻狊犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犫狔狌狊犻狀犵狋犺犲狑犻狀犱狅狑犲犱犉狅狌狉犻犲狉狋狉犪狀狊犳狅狉犿

犫犪狊犲犱狅狀狋犺犲狑犻狀犱狅狑狑犺犻犮犺犻狊狋犺犲狉犲犮犻狆狉狅犮犪犾狅犳犻狀狊狋犪狀狋犪狀犲狅狌狊犳狉犲狇狌犲狀犮狔．犉犻狀犪犾犾狔，狋犺犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀狑犺犻犮犺犮狅犿狆犪狉犲狊狋犺犲

犪犮犮狌狉犪犮狔狅犳狆犺犪狊犲犿犪狆犮犪犾犮狌犾犪狋犲犱犫狔犠犉犜犫犪狊犲犱狅狀犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿 （犛犠犉犜）犫犲犳狅狉犲犪狀犱犪犳狋犲狉狉犲犿狅狏犻狀犵狋犺犲犻狀犳犾狌犲狀犮犲

犳狉狅犿犱犲狏犻犪狋犻狅狀狅犳φ″（犫）犻狊犮犪狉狉犻犲犱狅狌狋．犈狓狆犲狉犻犿犲狀狋狊狊犺狅狑犻狋狊犪犱狏犪狀狋犪犵犲狊犻狀犪狀狋犻狀狅犻狊犲犪狀犱犪犮犮狌狉犪犮狔狅犳狋犺犲狑狉犪狆狆犲犱

狆犺犪狊犲犮狅犿狆犪狉犻狀犵狋狅犠犉犜犫犪狊犲犱狅狀狑犪狏犲犾犲狋狋狉犪狀狊犳狅狉犿（犠犠犉犜）．

犓犲狔狑狅狉犱狊　犉狅狌狉犻犲狉狅狆狋犻犮狊；犛狋狉犪狀狊犳狅狉犿；狑犻狀犱狅狑犲犱犉狅狌狉犻犲狉狋狉犪狀狊犳狅狉犿；３犇犿犲犪狊狌狉犲犿犲狀狋；狆犺犪狊犲狌狀狑狉犪狆狆犻狀犵

犗犆犐犛犮狅犱犲狊　１２０．５０５０；１２０．５０６０；１００．５０８８

　　收稿日期：２０１１１１２４；收到修改稿日期：２０１２０１０４

基金项目：国家自然科学基金（５１１７５０８１）和江苏省自然科学基金（ＢＫ２０１００５８）资助课题。

作者简介：董富强（１９８８—），男，硕士研究生，主要从事三维测量及图像处理等方面的研究。Ｅｍａｉｌ：ｄｆｑｃａｓｔｒｏ＠ｈｏｔｍａｉｌ．ｃｏｍ

导师简介：达飞鹏（１９６８—），男，博士，教授，主要从事三维测量及三维人脸识别等方面的研究。

Ｅｍａｉｌ：ｄａｆｐ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ（通信联系人）

１　引　　言

基于光学投影的三维测量，广泛应用于工业零

件检测、生物医学和航空航天等领域。通常分为多

帧处理相移法和单帧处理变换测量法。傅里叶变换

轮廓术（ＦＴＰ）
［１］是一种主动式单帧测量法，最早由

Ｔａｋｅｄａ等提出，众多学者对此 作 了 深 入 的 研

究［２～４］。由此开启了傅里叶变换法在三维测量领域

的新的应用。但是由于傅里叶变换（ＦＴ）是全局变

换，不具有局部分析的能力，故局部的错误无法单独

分析解决。基于此，具有局部分析优势的窗口傅里

叶变换（ＷＦＴ）
［５，６］被引入三维测量领域。局部信号

分析使得信号处理结果更为精确，而其中关键就是

前期的窗口选择。窗口越大，频率分辨率越好而空

间分辨率越差；窗口越小，频率分辨率越差而空间分

０５１２００８１
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辨率越好。因此窗口的选择对于三维测量的精度有

着重大影响。根据海森伯测不准原理，不能给出一

个完全准确的窗口大小，但是可以不断地优化。因

此如何选取自适应窗口成为一个难点，于是小波变

换法［７］等被引入三维测量，对于窗口大小的选择给

出了详尽的分析，对窗口傅里叶测量法的精度和速

度都有提高。但是由于窗口傅里叶处理高分辨率的

图像比较缓慢，因此在实时性有要求的情况下，有必

要尽量减少窗口大小的计算时间。由于犛变换可

以利用快速傅里叶算法，使得其运算速度相对于传

统的小波脊法有很大提高。

犛变换于１９９６年由Ｓｔｏｃｋｗｅｌｌ等
［８］提出，因为

同时具有傅里叶变换和小波变换的优点，以及其优

良的时 频分析技术，故被广泛应用于各个学科。傅

里叶变换建立了时间域和频率域之间的联系，傅里

叶变换在频率域上可以达到很高的分辨率，但是却

丢失了重要的空间信息。犛变换由高斯窗函数与傅

里叶基函数构成，具有类似小波变换的性质，而且在

处理速度以及频谱处理上拥有更多的优势。犛变换

已经应用到各个三维测量领域［９～１５］，特别是应用到

窗口傅里叶轮廓术［１０］等经典方法中，但其中并未给

出脊的严格推导以及脊所带来的误差分析。

本文从犛变换脊的定义出发，建立犛变换脊与

瞬时频率之间的联系；推导了相位二阶导φ″（犫）对

脊求取精度的影响；给出去除相位跳变剧烈区域相

位二阶导对于脊的求取精度的影响，降低跳变剧烈

区域窗口求取的误差。仿真和实验验证了所提出的

基于改进犛变换脊窗口傅里叶变换（ＳＷＦＴ）相对于

传统的小波脊窗口傅里叶变换（ＷＷＦＴ）在精度和

效率上都有很大的提高。

２　窗口傅里叶变换

２．１　窗口傅里叶变换基本理论

窗口傅里叶变换是傅里叶变换的延拓形式，是在

傅里叶变换基础上的应用发展，其一维变换形式为

犉ｗ（犫，ξ）＝∫
＋∞

－∞

犵（狓）犠（狓－犫）ｅｘｐ（－ｊξ狓）ｄ狓，（１）

式中犵（狓）为一行光栅图像信号，犠（狓－犫）为带有伸

缩因子的窗口函数，犫代表偏移量，控制窗口在狓轴

方向的移动。通常使用高斯窗口作为傅里叶窗口来

使用，引入窗口伸缩因子δ后，窗口函数定义为

犠（狓）＝
δ
－１

２槡π
ｅｘｐ －

（犫－狓）
２

２δ［ ］２ ． （２）

完整变换表示为

犉ｗ（犫，ξ）＝δ
－１

∫
＋∞

－∞

犵（狓）ｅｘｐ（－ｊξ狓）×

１

２槡π
ｅｘｐ －

（犫－狓）
２

２δ［ ］２ ｄ狓， （３）

式中窗口大小随着δ变化而变化，δ增大的同时窗

口大小逐渐增大。又由（２）式是带有平移与伸缩因

子的高斯函数，其同样具有高斯函数族的特性：

∫
＋∞

－∞

犠（狓）ｄ狓＝∫
＋∞

－∞

ω
狓－犫（ ）δ
δ

ｄ狓＝１． （４）

对（３）式进行变换

∫
＋∞

－∞

犉ｗ（犫，ξ）ｄ犫＝

∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

犵（狓）ｅｘｐ（－ｊξ狓）犠（狓）ｄ狓ｄ犫＝

∫
＋∞

－∞

犵（狓）ｅｘｐ（－ｊξ狓）∫
＋∞

－∞

犠（狓）ｄ［ ］犫ｄ狓＝犉（ξ）．（５）
由（５）式可知，当频谱不产生混叠时，窗口傅里叶变

换得到的频谱经过叠加可以得到与傅里叶变换同样

的频谱。可见当选择一个合适的窗口时窗口傅里叶

不仅可以用单帧图像解出相位，而且可以利用窗口

进行局部信号分析，精度上也有大幅提高。

２．２　窗口傅里叶滤波法解相位

窗口傅里叶滤波法通过对窗口傅里叶变换后的

频谱进行滤波来处理条纹图信息。幅值大于一定阈

值的将保留，小于阈值的将作为噪声滤除。由于在

频谱中噪声所带来的幅值变化十分微小，所以选择

合适的阈值就可以将频谱中的噪声滤除。滤除噪声

后可以得到不含背景分量和噪声的相位图，由此可

以计算出相位信息：

犉ｗ（犫，ξ）＝
犉ｗ（犫，ξ）， 犉ｗ（犫，ξ）≥犜

０， 犉ｗ（犫，ξ）＜
烅
烄

烆 犜
（６）

犵（狓）＝
１

２π∫
＋∞

－∞
∫
＋∞

－∞

犉ｗ１（犫，ξ）ω（狓－犫）ｅｘｐ（ｊξ狓）ｄ犫ｄξ，

（７）

φ（狓）＝ａｒｇ犵（狓）． （８）

（６）式为窗口傅里叶变换滤波公式，其中犉ｗ（犫，ξ）为窗

口傅里叶变换后频谱，犜为滤波阈值，犉ｗ（犫，ξ）为滤波后

的窗口傅里叶变换，ａｒｇ表示取角度。一行调制条纹图

［见图１（ａ）］经过窗口傅里叶变换，叠加后得到的频谱

与傅里叶变换相同［见（５）式］，故犉ｗ（犫，ξ）中含有背景

０５１２００８２
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分量和高频噪声［见图１（ｂ）］。经过滤波［见（６）式］，可

以去除原始信号中的高频噪声。然后再提取基频分

量并去除背景分量，便可以得到只含有相位信息和

幅值信息的傅里叶频谱犉ｗ１（犫，ξ）［见图１（ｃ）］。

图１ 窗口傅里叶变换滤波法解相位

Ｆｉｇ．１ ＰｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｂｙｗｉｎｄｏｗｅｄＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｆｉｌｔｅｒｉｎｇ

　　（７）式为求取滤波后窗口逆傅里叶变换公式，

其中ω（狓－犫）为窗口函数（窗口大小由下一节的犛

变换确定），犵（狓）为窗口逆傅里叶变换后不含背景

与噪声分量的相位信息［见图１（ｄ）］，由于原始信号

是变形条纹，相位并不为０，故而反变换后的信号为

复数值。最后直接求取犵（狓）的相位角，即可得到变

形条纹图的包裹相位［见（８）式］。

本文不使用窗口傅里叶脊法来求解相位，以避

免由于窗口傅里叶脊在跳变过于剧烈区域计算不准

确而带来的误差。实验利用犛变换求取每一点的

瞬时频率，利用瞬时频率求取自适应窗口大小，然后

用窗口傅里叶滤波法求出包裹相位，最后利用质量

图引导的洪水解包裹法求得实际相位。下一节将详

细介绍犛变换脊思想以及如何求取窗口大小和控

制误差。

３　改进的犛变换脊法

３．１　犛变换基本原理

犛变换是窗口傅里叶的延拓，在窗口傅里叶的

基础上增加频率因子犳使得变换与条纹图的频率

产生联系，其一维表达式为

犛（犫，犳）＝∫
＋∞

－∞

犵（狓）ω（犫－狓，犳）ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓）ｄ狓，

（９）

式中犵（狓）为一行光栅图像信号，ω（犫－狓，犳）为尺度

伸缩的高斯窗口函数。窗口的大小受到频率因子犳

的约束，其窗口表达为

ω（犫－狓，犳）＝
狘犳狘

２槡π
ｅｘｐ －

犳
２（犫－狓）

２

［ ］２
，（１０）

式中犫为平移因子，控制窗口在狓轴方向的移动，窗

宽Δ狓＝
槡２
２犳
，与犳成反比。

３．２　改进犛变换脊

变形光栅正弦条纹图的任意一行可以表示为

犳（狓）＝犐０（狓）＋犐１（狓）ｃｏｓ［２π犳０狓＋φ（狓）］，

（１１）

式中犐０（狓）表示背景光照与物体反射率的乘积，

犐１（狓）ｃｏｓ［２π犳０狓＋φ（狓）］表示变形条纹图中某一点

不含背景分量的灰度值。那么在犫点对φ（狓）进行泰

勒展开

φ（狓）＝φ（犫）＋φ′（犫）（狓－犫）＋狅［φ″（犫）］．

（１２）

考虑到犐０（狓）和犐１（狓）比较缓慢的变化率，在

狓－
Δ狓
２
，狓＋

Δ狓［ ］２ 的邻域内可以定义犐０（狓）＝犐０（犫），

犐１（狓）＝犐１（犫）。相位变化也比较平缓
［１１］，定义

狅［φ″（犫）］≈０于是条纹图的相位信息可以表示为

φ（狓）＝φ（犫）＋φ′（犫）（狓－犫）， （１３）

根据犛变换脊推导，可以给出以下定义：

犛（犫，犳）＝犛０（犫，犳）＋犛１（犫，犳）＋犛２（犫，犳），（１４）

其中
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犛０（犫，犳）＝犐０（犫）ｅｘｐ（－２π
２）ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）， （１５）

犛１（犫，犳）＝
１

２
犐１（犫）ｅｘｐ －

２π
２

犳
２ －犳＋犳０＋

φ′（犫）

２［ ］π｛ ｝
２

ｅｘｐ｛－ｊ［２π犳犫－２π犳０犫－φ（犫）］｝， （１６）

犛２（犫，犳）＝
１

２
犐１（犫）ｅｘｐ －

２π
２

犳
２ －犳－犳０－

φ′（犫）

２［ ］π｛ ｝
２

ｅｘｐ［－ｊ（２π犳犫＋２π犳０犫）＋φ（犫）］． （１７）

取｜犛（犫，犳）｜的模值，当其取得最大值时有

犳犫 ＝犳０＋φ
′（犫）

２π
， （１８）

式中φ′
（犫）

２π
为某一点处的相位变化率，即通常意义

上的瞬时频率，定义为犳ｉｎｓ＝φ
′（犫）

２π
。

对仿真条纹图（９００ｐｉｘｅｌ×９００ｐｉｘｅｌ）一行任意

一点作Ｓ变换，采样频率以０．００１Ｈｚ的幅度从

１／４５０变化到１，对犛变换后的复数值取模值，可得

其脊处频率值犳犫（如图２所示，横坐标为采样周期，

纵坐标为对应的频率犛变换后的幅值），然后便可通

过已知的犳０［见（１８）式］求得瞬时频率犳ｉｎｓ［即

φ″（犫）

２π
］。

图２ 犛变换脊

Ｆｉｇ．２ Ｒｉｄｇｅｏｆ犛ｔｒａｎｓｆｏｒｍ

　　此结论是在相位变化比较平缓
［１２］的前提下得

到的，由于犛脊法只选取φ′（犫）之前的值，而在实际

使用中很容易出现相位跳变剧烈的区域，φ″（犫）也不

再是趋于零而可以消除的量，通常在φ′（犫）变化较

大区域φ″（犫）将趋于平缓，此时φ（犫）对脊的求取精

度影响很低，于是可以假定在跳变剧烈区域φ（犫）

为０。因此可以将相位表示为

φ（狓）＝φ（犫）＋φ′（犫）（狓－犫）＋
φ″（犫）（狓－犫）

２

２
．

（１９）

　　由此导致犛１（犫，犳）和犛２（犫，犳）中分别出现两项

误差量

ε１（犳，犫）＝
犳
２∫
＋∞

－∞

犐１ｅｘｐｊ
１

２φ
″（犫）（狓－犫）［ ］｛ ｝２

ｅｘｐ －
犳
２（狓－犫）

２

［ ］２
ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓）ｄ狓＝

犐１ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）

２ ∫
＋∞

－∞

ｃｏｓ
１

２φ
″（犫）

狋２

犳［ ］２ ｅｘｐ －狋
２

（ ）２ ｃｏｓ（２π狋）ｄ狋＋

ｊ
犐１ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）

２ ∫
＋∞

－∞

ｓｉｎ
１

２φ
″（犫）

狋２

犳［ ］２ ｅｘｐ －狋
２

（ ）２ ｃｏｓ（２π狋）ｄ狋， （２０）

ε２（犳，犫）＝
犳
２∫
＋∞

－∞

犐１ｅｘｐ －ｊ
１

２φ
″（犫）（狓－犫）［ ］｛ ｝２

ｅｘｐ －
犳
２（狓－犫）

２

［ ］２
ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓）ｄ狓＝

犐１ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）

２ ∫
＋∞

－∞

ｃｏｓ
１

２φ
″（犫）

狋２

犳［ ］２ ｅｘｐ －狋
２

（ ）２ ｃｏｓ（２π狋）ｄ狋－

ｊ
犐１ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）

２ ∫
＋∞

－∞

ｓｉｎ
１

２φ
″（犫）

狋２

犳［ ］２ ｅｘｐ －狋
２

（ ）２ ｃｏｓ（２π狋）ｄ狋， （２１）
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ε０ ＝ε１（犳，犫）＋ε２（犳，犫）＝犐１ｅｘｐ（－ｊ２π犳犫）×

∫
＋∞

－∞

ｃｏｓ
１

２φ
″（犫）

狋２

犳［ ］２ ｅｘｐ －狋
２

（ ）２ ｃｏｓ（２π狋）ｄ狋， （２２）

式中包含变量犳，可见φ″（犫）较大时，犳犫＝犳０＋
φ′
２π
将偏

离脊频。由于犛变换是对每一点不断地使用不同频率

的变换来求取脊频（其中采样频率以０．００１Ｈｚ的幅

度从１／４５０变化到１），因此犛变换犛＝犛０＋犛１＋

犛２＋ε０中每一个点逐频去除ε０，再求取犛ε＝犛０＋犛１＋

犛２ 的脊便可得到较为精确的犳犫＝犳０＋φ
′
２π
。ε０中只有

φ″（犫）一个未知量，利用以下方法近似求取φ″（犫）。

在不考虑φ″（犫）的情况下，利用犛变换脊法求得

犳犫 ＝犳０＋φ
′
２π
． （２３）

　　考虑φ″（犫）后，犳犫存在一个与φ″（犫）相关的偏差

设为犓［φ″（犫）］。

犳犫 ＝犳０＋φ
′（犫）

２π
＋犓［φ″（犫）］， （２４）

对犳犫 求导得

′犳犫＝φ
″（犫）

２π
＋犓｛狅［φ（犫）］｝≈

φ″（犫）

２π
． （２５）

　　求得的φ″（犫）代入ε０ 中，便可再次利用犛脊去

除受φ″（犫）影响的误差量（见图３），由图３可知瞬时

频率并不在犛变换的脊处，而是在脊的两边分布。此

时存在两个瞬时频率，当φ″（犫）为正的时候选择较

大的脊频，当φ″（犫）为负时选择较小的脊频，以此减

小跳变区域瞬时频率求取误差。

图３ 去除二阶误差后犛变换脊

Ｆｉｇ．３ Ｒｉｄｇｅｏｆ犛ｔｒａｎｓｆｏｒｍｗｉｔｈｏｕｔｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆφ″（犫）

　　由傅里叶变换的定义可知，窗口函数［见（１０）

式］可以变化为

ω（犫－狓，犳）＝∫
＋∞

－∞

犠（α，犳）ｅｘｐ［ｊ２πα（犫－狓）］ｄα，

（２６）

式中犠（α，犳）为ω（狓，犳）的傅里叶频谱，α为频域变

量。将其代入犛变换式［见（９）式］中

犛（犫，犳）＝∫
＋∞

－∞

犳（狓）ｅｘｐ（－ｊ２π犳狓）×

∫
＋∞

－∞

犠（α，犳）ｅｘｐ［ｊ２πα（犫－狓）］ｄ｛ ｝αｄ狓． （２７）

令犌（α）＝犉｛犵（狓）｝，可以得到犛变换的简化形式

犛（犫，犳）＝犉
－１｛犌（α＋犳）犠（α，犳）｝． （２８）

因此在使用犛变换只需要进行两重的快速傅里叶

变换，便可以快速地得到每点的瞬时频率。同样是

求取瞬时频率以提高窗口傅里叶的精度，犛变换在

变换效率上有着天然的优势。在使用犛变换时频

率犳的采样率可以自行控制，在尼奎斯特定律限定

之内，犳可以以０．１％的变化率变化，以此获得较高

精度的瞬时频率。

图４ 半球调制条纹图

Ｆｉｇ．４ Ｍｏｄｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｏｆｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ

４　仿真与实验

４．１　仿　　真

本文采用模拟调制的半圆条纹图（９００ｐｉｘｅｌ×

９００ｐｉｘｅｌ）（见图４）来进行仿真，因为在半圆中存在

周期逐渐变化区域，以此来验证犛变换求取窗口的

准确性。半圆调制条纹图公式为

犐（狓，狔）＝０．５＋０．５ｃｏｓ［２π犳０狓＋（狓，狔）］，（２９）
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式中

（狓，狔）＝１４ １－
（狓－５００）

２
＋（狔－５００）

２

３００［ ］槡 ２
，

犳０＝０．０５。实验中求取第３００行窗口的变化以进行

比较，实验如图４所示。

分别取狔＝３０和狔＝３００行（红线位置）数据，利

用犛变换脊法求出每一点的瞬时频率。图５（ａ）与图

５（ｂ）分别为调制条纹图的第３０行和第３００行数据。

图５（ｃ）为第３０行所对应的瞬时频率，图５（ｄ）为第

３００行所对应的瞬时频率。从图中可以看出，理论瞬

时频率和实际瞬时频率变化相一致。利用ω＝１／犳ｉｎｓ

可以求出每一点所对应的窗口大小，利用窗口傅里叶

轮廓术，解出调制条纹图的相位图［见图６（ａ）］，再使

用质量图引导的洪水解包裹法［１３］解出实际相位展开

图［见图６（ｂ）］。

图５ 犛变换脊求取瞬时频率

Ｆｉｇ．５ Ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓｆｒｅｑｕｅｎｃｙｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅｒｉｄｇｅｏｆ犛ｔｒａｎｓｆｒｏｍ

图６ 调制条纹图解出的相位图

Ｆｉｇ．６ Ｐｈａｓｅｍａｐｏｆｕｎｗｒａｐｐｅｄｍｏｄｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

　　在调制条纹图中加入高斯噪声，测试改进基于

犛脊的 ＷＦＴ相对于基于小波脊的 ＷＦＴ的抗噪性

和稳健性，加入噪声的调制条纹图为（以７％的高斯

噪声为例）

犐（狓，狔）＝０．５＋０．５ｃｏｓ［２π犳０狓＋（狓，狔）］＋０．０７犖，

（３０）

式中犖 表示噪声。

图７（ａ）为含有高斯噪声的调制条纹图，放大半

球中间红色区域［见图７（ｂ）］，利用改进ＳＷＦＴ解

出包裹相位［见图７（ｃ）］。尽管在图７（ｂ）中含有大

量的噪声，仍然能够准确地解出包裹相位。下面就

改进的ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ在不同高斯噪声等级下

作对比仿真。

实际情况中噪声不会超过１０％的高斯噪声，否

则人眼都难以分辨相位高度，对比实验选择５％～

１０％的高斯噪声。调制条纹图解出的相位减去标准

相位（狓，狔），求取第３００行标准偏差。

图８中虚线表示ＳＷＦＴ展开相位相对于标准
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相位所产生的标准偏差，实线表示 ＷＷＦＴ展开相

位相对于标准相位所产生的标准差。由图可见

ＳＷＦＴ比 ＷＷＦＴ有更强的稳健性，在加入高斯白

噪声后同样能够保持标准差在０．１左右，相比

ＷＷＦＴ平均提高约１０％的噪声稳定性。

图７ 带有噪声的半球条纹图解相位

Ｆｉｇ．７ ＷｒａｐｔｈｅｍｏｄｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｏｆｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｗｈｉｔｅｎｏｉｓｅ

图８ ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ对含高斯白噪声的调制条纹图解相标准差的对比

Ｆｉｇ．８ ＣｏｎｔｒａｓｔｏｆｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｆｏｒｗｒａｐｐｉｎｇｍｏｄｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｗｉｔｈＧａｕｓｓｉａｎｗｈｉｔｅ

ｎｏｉｓｅｂｙｕｓｉｎｇＳＷＦＴａｎｄＷＷＦＴ

　　半圆的相位变化比较平缓，不能体现去除犛变

换脊中φ″（犫）所带来的影响。选用相位误差更为突

出的ｐｅａｋ仿真函数：

φ（狓，狔）＝２｛３（１－狓）
２ｅｘｐ［－狓

２
－（狔＋１）

２］｝－

１０
狓
５
－狓

３
－狔（ ）５ ｅｘｐ（－狓２－狔２）－１３×

ｅｘｐ［－（狓＋１）
２
－狔

２］． （３１）

　　调制条纹图如图９（ａ）所示，相位图如图９（ｂ）所

示，可以看出图中存在着几个相位差较大的区域。

使用犛变换脊法求出调制条纹图的包裹相位图，在

相位变化较大区域解相位存在错误［见图９（ｃ）红色

区域，彩图请见网络电子版］。而使用本文提出的误

差改进算法，去除φ″（犫）所带来的误差，从而降低相

位突变区域的瞬时频率偏差。使用改进后的犛变换求

得的窗口解相位［见图９（ｄ）］，在相位突变区域的相位

误差极大的减小。最后利用洪水解包裹法对两种方法

分别进行解包裹，普通的犛变换脊法展开相位在解相

位错误区域出现部分拉线现象［见图９（ｅ）中红色区

域］，而去除误差的犛变换脊法的展开相位［见图９（ｆ）］

则不存在任何的拉线等现象。包裹相位展开图恢复三

维图中可以看到，拉线部分恢复的三维图在坡度最陡

区域存在断层现象［见图９（ｇ）］，说明解出的相位存在

错误，而去除误差的犛变换脊算法则能够完整的恢

复ｐｅａｋ函数的三维图形［见图９（ｈ）］。

用ｐｅａｋ函数来分析ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ在没有

噪声情况下，解相位与标准相位的误差。选择ｐｅａｋ

函数相位的４００行数据进行分析，如图１０，在图像

边缘处误差较低，ＷＷＦＴ与ＳＷＦＴ解相误差水平

相当。但是在中间出现跳变区域，改进的ＳＷＦＴ比

ＷＷＦＴ更为精确，特别是在６００～７００列（见图１０

红色区域）相位出现峰值区域，ＳＷＦＴ解相位的误

差比 ＷＷＦＴ小很多。

对ｐｅａｋ函数运用ＳＷＦＴ和 ＷＷＦＴ进行解相

标准偏差对比（见表１），从表中可知９００ｐｉｘｅｌ×
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９００ｐｉｘｅｌ规格的ｐｅａｋ函数仿真条纹图，ＳＷＦＴ比

ＷＷＦＴ解相精度高。特别是在第４５０行，ｐｅａｋ函

数的峰值达到最大，改进后的犛变换更加有优势。

从表中可知，在仿真图中间对解相位误差的抑制可

以达到最高，而在边缘区域，两者解相位误差近乎一

致。可以说明，跳变越剧烈，ＳＷＦＴ的优势越明显。

图９ 去除二阶导前后ｐｅａｋ调制条纹图的解相误差对比

Ｆｉｇ．９ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｅｒｒｏｒｐｅａｋｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｒｅｍｏｖａｌｏｆ２ｎｄｏｒｄｅｒｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ

图１０ ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ解相误差对比

Ｆｉｇ．１０ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｅｒｒｏｒｓｕｓｉｎｇＳＷＦＴａｎｄＷＷＦＴ

表１ ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ解相标准差对比

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｔａｎｄａｒｄ

ｄｅｖｉａｔｉｏｎｓｏｆｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｂｙｕｓｉｎｇＳＷＦＴａｎｄＷＷＦＴ

Ｌｉｎｅ ＷＷＦＴ ＳＷＦＴ Ｃｏｎｔｒａｄｉｓｔｉｎｃｔｉｏｎ／％

２５０ ０．０５２８ ０．０５２８ ０

４２０ ０．０５８３ ０．０５７５ １．３

４３５ ０．０４９８ ０．０４３５ １２．７

４４５ ０．０６１１ ０．０５１７ １５．３

４５０ ０．０７２６ ０．０５４０ ２５．６

４５５ ０．０７４７ ０．０５５７ ２５．４

４６５ ０．０５８０ ０．０５５０ ５．１

４８０ ０．０４８６ ０．０４７４ ２．５

６５０ ０．０４３５ ０．０４３５ ０

　　仿真实验平台统一为 Ｍａｔｌａｂ２０１０ｂ，ＣＰＵ采用

Ｉｎｔｅｌ奔腾４处理器，内存为１ＧＢ。经测算实验中

处理９００ｐｉｘｅｌ×９００ｐｉｘｅｌ大小的调制条纹图，犛脊

法求取其瞬时频率计算时间为１７ｓ。可以说明在运

算速度上，犛变换与快速傅里叶变换速度相当。

４．２　实　　验

利用一个带有跳变的护板来验证本Ｓ变换求取

瞬时频率的准确性。投射基频为０．０５Ｈｚ的正弦条

纹图，采集到的护板变形条纹图如图１１（ａ）所示。图

中可以看出由于护板右上角光线过暗，采用犛脊窗口

傅里叶解相位之后的相位图［见图１１（ｂ）］存在误差，

同样采用小波脊窗口傅里叶解相位［见图１１（ｃ）］存在

着误差，可见对于阴影犛脊 ＷＦＴ与小波脊 ＷＦＴ都

有着解相上的误差。图１１（ｄ）为洪水解包裹相位图，

两种方法在展开图中几乎没有差异。在去除背景后

的实际三维图中可以看出由于 ＷＦＴ在边缘处窗口

存在错误，解相位都存在着毛刺现象。但去除φ″（犫）
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误差后ＳＷＦＴ对于相位剧烈跳变处窗口误差控制

更强。图１１（ｅ）相位跳变处展开相位不存在毛刺现

象，ＷＷＦＴ［见图１１（ｆ）］解相后在出现数个间断毛

刺。由于窗口傅里叶变换具有边缘效应，故实验中

扩大条纹范围即可解决物体边缘毛刺问题。最终重

构出的点云如图１１（ｇ）所示，可见物体悬空相位剧

烈跳变区域都能够准确重构。

图１１ ＳＷＦＴ与 ＷＷＦＴ护板三维重建效果对比

Ｆｉｇ．１１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ３ＤｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｈｉｅｌｄｂｙＳＷＦＴａｎｄＷＷＦＴ

５　结　　论

由于同时具有小波以及傅里叶变换的优点，在

计算瞬时频率方面更是有着天然的优势，犛变换成

为一种应用于三维测量的新的时频分析技术。通过

犛变换频率与瞬时频率的关系，可以通过脊的思想

应用到窗口傅里叶变换中，以求取包裹相位。本文主

要提出了改进的犛变换脊求取自适应的ＷＦＴ窗口，

应用窗口傅里叶变换求取调制条纹图包裹相位；推

导了犛脊用来求取瞬时频率的表达式；推导了相位

二阶导导致的脊求取误差表达式并予以去除。仿真

实验表明去除相位二阶导后的窗口大小更能抑制相

位跳变剧烈区域的误差，实验表明基于改进的犛脊

ＷＦＴ比基于小波脊 ＷＦＴ稳健性更强，更能减少高

度跳变剧烈区域的解相错误，并且有着较快的计算

速度。
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