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移动特征靶标的摄像机径向畸变标定
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摘要　针对成像测量系统中镜头径向畸变影响测量精度的问题，提出了一种基于物面移动同心圆特征靶标的径向

畸变标定方法。该方法先将固定在二维精密平台上的同心圆靶标置于垂直物面的特定位置，然后采集靶标图像，

同时用最小二乘法以拟合得到的圆直径为条件，按一定方式移动特征靶标，直到拟合值达到极值或者在一定误差

范围内。记录该幅图像，则其拟合得到的圆心坐标便是畸变中心，同时利用该幅图像，根据等差值半径和摄像机成

像模型的半径的成像关系求出其畸变多项式系数。为提高特征靶标的移动效率，提出了坐标轮换最优化移动的方

案。实验结果表明，该方法对畸变中心的标定精度可达０．６ｐｉｘｅｌ，畸变多项式系数有效数字重复误差小于０．０２，并

可实现两者的一靶标定，且利用该法获得的参数能实现对畸变图像的准确校正。
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１　引　　言

径向畸变是由于光学系统本身的非线性，使得

主光线与高斯像面交点的高度偏离理想像高而产生

的图像异常现象［１］，它虽不影响成像的清晰度，却使

０５１２００７１
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物像之间失去形状对应关系，使像对物产生失真，从

而直接影响成像测量的精度。因此，在高精度视觉

测量系统中必须严格限制畸变。

对于畸变的标定，研究者们提出了一些方法。

艾莉莉等［２］从理论上分析了视场角幂次的新畸变表

达函数；葛宝臻等［３］提出了利用最小二乘优化算法

修正共面点线性变换（ＤＬＴ）矩阵系数的方法校正

畸变；苏成志等［４］提出了利用标准网络板作为测量

基准的畸变校正方法，来提高基于图像的几何线度

测量精度；肖潇等［５］则采用球面透视投影模型对全

景环形透镜的畸变进行校正；Ｔｓａｉ
［６］提出了通过递

推最小二乘法计算模型和映射多项式系数。Ｚｈａｎｇ

等［７］则提出利用交比不变的思想来标定畸变。

Ｒｉｃｈａｒｄ等
［８］和Ｃａｒｌｏｓ等

［９］分别提出一种不依赖任

何特定数学模型的畸变快速标定方法。

本文通过对畸变的分析，将光学方法和图像处

理技术相结合，提出了一种基于特征同心圆靶标的

径向畸变标定新方法，该方法采用 Ｈｉｄｅａｋｉ的畸变

模型，通过对序列特征圆靶标图像分析找到圆拟合

半径与畸变中心以及畸变多项式系数之间的关系，

从而在二维精密平台上实现对摄像机畸变快速精确

的一靶标定。

２　具有径向畸变的摄像机模型

测量领域广泛使用的摄像机模型是透视投影成

像模型［１０～１２］，其最大优点是其成像是线性的，如

图１所示，设犗犡犢犣是大地坐标系，狅狓狔狕是摄像机

坐标系。犘（犡，犢，犣）是点犘在大地坐标系中的坐标，

狆（狓，狔，狕）是点犘在摄像机坐标系中的坐标。摄像机

坐标 系 的 原 点 在 光 学 中 心，狕 轴 和 光 轴 重 合。

狅′狓′狔′狕′是图像平面坐标系，它的原点是光轴与图

像平面的交点，狓′轴狔′轴分别与狓轴狔轴平行。由

于径向畸变是通过光学中心沿径向发生的，所以可

以将沿犡和犢方向上的二维畸变化解为沿着半径方

向上的一维畸变模型来求解。根据 Ｈｉｄｅａｋｉ使用的

数学模型，有

ρ＝ （狓′－狌ｃ）
２
＋（狔′－狏ｃ）槡

２， θ＝ａｒｃｔａｎ
狔′－狏ｃ
狓′－狌ｃ

ρ′＝ （狓″－′狌ｃ）
２
＋（狔″－′狏ｃ）槡

２ ，θ′＝ａｒｃｔａｎ
狔″－′狏ｃ
狓″－′狌

烅

烄

烆 ｃ

， （１）

图１ 透视投影摄像机成像模型

Ｆｉｇ．１ Ｉｍａｇｉｎｇｍｏｄｅｌｗｉｔｈｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｃａｍｅｒａ

式中 （狌ｃ，狏ｃ），（′狌ｃ，′狏ｃ）分别为无畸变和畸变图像中

心，（狓′，狔′），（狓″，狔″）分别为无畸变和畸变图像上像

素点的坐标值，ρ、ρ′分别为像素到无畸变和畸变图

像光学中心的距离（像高），θ、θ′分别为校正前后像

素点和图像中心连线的极角，则从畸变图像到无畸

变图像的映射为

ρ＝∑
犖

狀＝１

犪狀ρ′
狀． （２）

３　径向畸变中心标定

由分析可知，摄像机成像后任意一点的径向几

何畸变仅与该点的极径有关（极点为畸变中心）；因

此，快速准确地求出畸变中心是标定畸变的关键。

此处提出在物面移动标准圆的方法来快速准确地标

定摄像机的畸变中心。

图２ 圆心通过和偏离光学中心时理想圆成像的畸变示

意图。（ａ）通过圆心；（ｂ）偏离圆心

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｔｈｅｉｄｅａｌｃｉｒｃｌｅｉｍａｇｉｎｇｆｏｒ

ｃｉｒｃｌｅｃｅｎｔｅｒｉｎａｎｄｏｆｆｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ．（ａ）Ｉｎｏｐｔｉｃａｌ

　　ｃｅｎｔｅｒ；（ｂ）ｄｅｐａｒｔｕｒｅｆｒｏｍｃｅｎｔｅｒ

３．１　靶标成像最小二乘圆拟合半径与圆心位置关系

据像差理论可知，镜头的径向畸变是沿轴对称

０５１２００７２
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的轴对称误差［１］。因此，标准圆成像后有以下两点

特征：１）圆心通过光学中心的标准圆成像后其形状

仍然是较理想的圆形，半径沿径向均匀变化；２）圆心

偏离光学中心的标准圆成像后其形状发生变化，半

径发生不同程度的变化，且偏离程度越大成像后形

变越明显。图２为发生径向畸变的标准圆成像示意

图，图３为实际标准测试靶标畸变成像图。由实际

测试图像可见，中心处的标准圆成像后形状基本不

变，而四角处的标准圆成像后形变较大。

图３ 桶型畸变后的标准测试靶标图像

Ｆｉｇ．３ Ｓｔａｎｄａｒｄｔａｒｇｅｔｉｍａｇｅａｆｔｅｒｂａｒｒｅｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

　　据最小二乘曲线拟合原理发现：标准圆圆心和

光学中心越接近，成像后图像（图２中虚线圆）圆周

点坐标与理想圆（图２中实线圆）圆周上对应点坐标

越接近，拟合后的半径就越大（即圆心通过光学中心

的标准圆，其图像拟合后的半径最大），并且拟合相

对残差越小。

设理想圆的标准方程为

（狓－犮）
２
＋（狔－犱）

２
＝狉

２， （３）

式中 （狓，狔）为圆周上任意一点的坐标，（犮，犱）为圆

心坐标，狉为圆半径。设检测到标准圆图像圆周点集

合为犈，对其上一点（狓犻，狔犻），可得其残差为

ε犻 ＝ （狓犻－犮）
２
＋（狔犻－犱）

２
－狉

２， （４）

据最小二乘法应使

犙＝ε
２
犻 ＝∑

犻∈犈

（狓犻－犮）
２
＋（狔犻－犱）

２
－狉［ ］２ ２，

（５）

趋于最小值，根据极值理论有

犙

犮
＝
犙

犱
＝
犙

狉
＝０， （６）

可以得到方程组

犮２－２珔狓犮＋犱
２
－２珔狔犱－狉

２
＋狓

２
＋狔

２
＝０

珔狓犮
２
－２狓

２犮＋珔狓犱
２
－２狓狔犱－珔狓狉

２
＋珔狓

３
＋狓狔

２
＝０

珔狔犮
２
－２狓狔犮＋珔狔犱

２
－２狔

２犱－珔狔狉
２
＋狓

２
狔＋珔狔

３
＝

烅

烄

烆 ０

．

（７）

式中狓、狔的各阶矩定义为

狓犿狔
狀
＝
１

犖∑犻∈犈
狓犿犻狔

狀
犻， （８）

从而可以计算出圆方程的各个参数值（犮，犱，狉），将这

些参数代入（５）式中再除以圆周点数就可以得到拟

合后的残差值。

显然，对于同一个圆由于径向畸变的存在，经过

光学系统成像后圆的形状变化不同，使得经最小二

乘拟合半径值不相同，半径的大小与理想圆圆心到

光学中心的距离有关。

３．２　畸变中心的优化标定算法

为有效而快速地找到畸变中心位置，可借助特

定同心圆靶标在二维平面上进行搜索。为提高搜索

效率，引入坐标轮换［１３］降维优化方法。

坐标轮换法属于爬山法的一种，如图４所示。

在搜索的时候首先固定犢 轴不变，对犡方向以一定

步长移动靶标同时采集图像计算拟合半径值的大

小，取犡方向上最大值的点固定犡 轴，然后再沿犢

轴搜索，寻找犢 方向上半径最大值点。第一轮搜索

完后再以另一种步长依次轮换直到整个参数相邻两

次变化系数小于一个指定阈值为止。这样可以避免

逐点计算带来的计算量大的缺陷。

图４ 坐标轮换法搜索示意图

Ｆｉｇ．４ Ｓｋｅｔｃｈｍａｐｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅａｌｔｅｒｎａｔｉｏｎ

ｓｅａｒｃｈａｒｉｔｈｍｅｔｉｃ
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设第犓 轮搜索，其迭代公式为

犡
（犽）
犻 ＝犡

（犽）
犻－１＋犮

（犽）
犻 犛

（犽）
犻 ，　犻＝１，２，…，狀 （９）

式中犛
（犽）
犻 为搜索方向；犲

（犽）
犻 为步长；犛

（犽）
犻 轮流取犡、犢

方向。搜索时必须使得

犳（犡
犽
犻－１＋犲

犽
犻犛

犽
犻）＜犳（犡

犽
犻－１）， （１０）

式中犳为搜索目标函数。

４　径向畸变多项式系数的标定

光学中心准确得到后，利用所设计的同心圆特

征靶标，可以在寻找畸变中心的同时，实现对摄像机

畸变多项式系数的快速准确标定。

４．１　特征同心圆成像和畸变系数的关系

由像差理论可知，对于结构已知的光学系统，当

物距和入瞳位置给定时，光学系统的几何畸变像差

主要取决于视场。像差展开为级数形式时，在视场

和孔径为零的情况下，像差为零，故展开式中不会有

常数项［１４］。畸变像高ρ′只与无畸变像高ρ有关，且

二者同向。当狕和犳一定时，偏离只与物高狔有关，由

于像高ρ′和ρ不取负值，故在其级数展开式中，只取

ρ的奇次项。其展开式为

ρ′＝ρ＋犽１ρ
３
＋犽２ρ

５
＋犽３ρ

７
＋…， （１１）

图像的畸变量为

Δ＝ρ′－ρ＝犽１ρ
３
＋犽２ρ

５
＋犽３ρ

７
＋…， （１２）

式中第１项为初级畸变，第２项为二级畸变，第３项

为三级畸变，依次类推；犽１、犽２ 和犽３ 分别为初级、二

级和三级畸变系数。在一般的测量系统中取到三级

畸变即可满足精度要求，即

Δ＝犽１ρ
３
＋犽２ρ

５
＋犽３ρ

７． （１３）

４．２　畸变多项式系数的标定

设计的同心圆特征靶标是在靶面上以一定的精

度，刻划一组同心圆，同心圆的半经犚 分别取（狉，

２狉，３狉，４狉，５狉，…，狀狉），如图５所示。调整靶面与光

图５ 特征同心圆畸变靶标示意图

Ｆｉｇ．５ Ｃｈａｒａｃｔｅｒｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃｃｉｒｃｌｅｓｔａｒｇｅｔ

轴垂直，当按照坐标轮换法搜索光学中心时，各个同

心圆半径和达最大值时得到的一幅图像就可以作为

标定畸变多项式系数的图像了，通过圆拟合可以精

确求得各同心圆的参数。

据上面的分析可知，在理想（无畸变小孔成像模

型）情况下，对半经等差、圆心均在光学中心的同心

圆成像后仍然是理想的等间隔同心圆。但由于成像

畸变的存在使得成像后同心圆的半经差不再相同，

由（１３）式，可得到如下的方程组：

狉１ ＝狉０＋犽１狉
３
０＋犽２狉

５
０＋犽３狉

７
０

狉２ ＝２狉０＋犽１（２狉０）
３
＋犽２（２狉０）

５
＋犽３（２狉０）

７



狉狀 ＝狀狉０＋犽１（狀狉０）
３
＋犽２（狀狉０）

５
＋犽３（狀狉０）

烅

烄

烆
７

，

（１４）

式中狉１，狉２，…分别为通过圆拟合得到的标准圆畸变

成像后的半径值，半经为狉（像圆狉０）的圆的成像可

以看作是在一定误差内无畸变的图像。为了尽量减

小误差，调整靶标到入瞳的距离，此时半经为狉０ 的

圆的图像可以看作是无畸变的像圆，然后用最小二

乘法解（１４）式，即可得到畸变系数犽１，犽２，犽３。

５　径向畸变标定步骤

由分析可知，对径向畸变标定首先要实现对畸

变中心的标定，然后在得到畸变中心的基础上求解

出畸变多项式系数。标定的步骤可以归纳为：１）将

特征靶标置于物面特定位置调整靶面和光轴垂直；

２）采集图像并且进行多圆拟合，求出参数（犮，犱，狉）；

３）以拟合得到的半径为参数构建目标函数犳，应用

坐标轮换优化算法计算畸变中心（′狌ｃ，′狏ｃ）；４）应用第

三步得到的最后一幅图像，分别对靶面各个圆进行

拟合，由（１３）式求解畸变多项式系数犽１，犽２，犽３。

６　实验和仿真结果

６．１　实验平台设计

实验使用的摄像机是ＳＭ７１５、１／３″电荷耦合器

件（ＣＣＤ），ＣＣＤ 像元分辨率为 ７６８ｐｉｘｅｌ×５７６

ｐｉｘｅｌ；镜头选用ＡＶＥＮＩＲ，犳＝３．５ｍｍ；图像采集卡

选用大恒ＣＧ４１０；二维平台分辨率为０．０２ｍｍ；特

征靶面和光轴垂直度误差不大于５°，特征圆的半径

误差不大于０．０２ｍｍ。将携有靶标的二维精密平

台置于光具座上，对焦并调整靶面与摄像机光轴垂

直。实验中分别采用了阵列圆靶标和移动同心圆靶

标两种形式，实验平台和在平台上采集的多圆阵列

靶标分别如图６所示。

０５１２００７４



王会峰等：　移动特征靶标的摄像机径向畸变标定

图６ 实验平台和阵列圆靶标图。（ａ）实验平台；（ｂ）阵列圆靶标图像

Ｆｉｇ．６ Ｐｈｏｔｏｏｆｔｅｓｔｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄａｒｒａｙｃｉｒｃｕｌａｒｔａｒｇｅｔ．（ａ）Ｔｅｓｔｐｌａｔｆｏｒｍ；（ｂ）ｉｍａｇｅｏｆａｒｒａｙｃｉｒｃｕｌａｒｔａｒｇｅｔ

６．２　实验结果

图７是对阵列圆靶标图像通过最小二乘圆拟合

方法计算得到的各个圆拟合半径 圆心坐标位置（单

位为像素）之间关系的三维图，可见越接近光学中心

半径越大（即越接近理想半径）。

图８是在二维平台上用坐标轮换法搜索畸变中

心过程，实验发现在５０步以内（最小步距为０．１ｍｍ）

搜索精度可达到０．６ｐｉｘｅｌ，重复计算得到畸变中心坐

标为（３９１．４５３８±０．３ｐｉｘｅｌ，２７３．７３０６±０．３ｐｉｘｅｌ）。

利用同心圆图像经拟合后求得：狉０＝５６．８７１４，狉１＝

１１２．９２３３，狉２＝１６７．８０３２，狉３＝２２０．７０２１；由（１４）式得

到畸变多项式系数为犽１＝－０．５４８６×１０
－６，犽２＝

－６．７９１４×１０－１３，犽３＝２．７７１２×１０
－１８，多次实验得到

犽１，犽２，犽３，有效数字重复误差在０．０２以内。

用同样的实验平台采集标准的栅格靶标图像，

用标定的参数对采集到的畸变图像进行校正，校正

前后的阵列靶标如图９（校正前如左图，校正后如右

图）所示，可见该标定方法能够准确获取畸变参数，

校正结果良好。

图７ 阵列圆靶标拟合半径 圆心坐标位置关系径图

Ｆｉｇ．７ Ｆｉｔｔｉｎｇｃｉｒｃｌｅｒａｄｉｕｓａｎｄｃｉｒｃｌｅｃｅｎｔｅｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

ｏｆａｒｒａｙｃｉｒｃｕｌａｒｔａｒｇｅｔ

图８ 光学中心搜索结果图

Ｆｉｇ．８ Ｓｅａｒｃｈｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｏｐｔｉｃａｌｃｅｎｔｅｒ

图９ 校正前后的栅格靶标图

Ｆｉｇ．９ Ｇｒｉｄｔｅｍｐｌａｔｅｉｍａｇｅｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ
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７　结　　论

为消除成像测量镜头径向畸变对测量精度影

响，提出了一种基于物面移动同心圆靶标的成像测

量径向畸变标定算法，并设计了其实现方法。该方

法将光学和图像处理相结合做到了对摄像机畸变中

心和畸变多项式系数的一靶快速标定。实验结果表

明，该方法可有效地实现对畸变标定，利用这些参数

对畸变的图像进行校正后效果较佳。该标定方法受

标靶的精度、靶面与光轴垂直度等多种因素影响，其

与标定精度之间的深刻关系可以作为后续研究内容

深入研究。
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