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基于随机数据元扩张的大气湍流相位屏数值模拟
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摘要　准确模拟大气湍流相位屏是建立大气湍流数值模型的核心问题。从大气湍流的统计学特性入手，利用大气

湍流波前相位结构函数建立了一种新的大气湍流相位屏数值模拟方法，通过随机数据元扩张对大气湍流波前畸变

相位分布的尺度随机性和高频分量随机性进行了模拟，并以此为基础通过相位屏近似构建了满足Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统

计规律的大气湍流数值模型。计算结果表明，随机数据元扩张法生成的相位屏在统计特性上与理论值基本吻合，

在低频部分相对于功率谱反演法有明显的提升。同时，随着相位屏网格数的增加，计算结果的高频特性逐渐呈现

并逼近理论值。对于由相位屏构建的大气湍流数值模型，在此通过光强闪烁率作为判据进行了验证，结果表明对

于弱湍流和中等强度的湍流，模拟结果与理论计算基本相同；对于强湍流则误差较为明显，相对误差最大可达

４０％。
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１　引　　言

随机介质中光波的传输问题是光学工程领域中

的常见问题，其中激光光波通过随机介质的传输和

成像问题则显得尤为突出。激光光波通过湍流大气

０５０１００１１
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传输时，大气湍流会对其产生多种湍流效应，如光强

闪烁、相位扰动、到达角起伏、光束漂移和扩展以及

分辨率降低等。因此，随着各类光学设备的不断发

展，湍流大气中光波传输与成像问题受到人们的越

来越广泛关注［１］。

光波在湍流大气中的传输理论与大气湍流的物

理属性密切相关。一直以来，人们对大气湍流本身

还不是十分清楚，加之数学上对随机光波场的处理

非常复杂，因此光波在湍流大气中的传输理论还不

是十分完善，仍是一个十分活跃的研究领域［２～４］。

目前人们在研究湍流大气中光波的传播与成像问题

时，大多采用近似的方法，如几何光学近似、Ｒｙｔｏｖ

近似和 Ｍａｒｋｏｖ近似等，试图在理论上找出光波场

统计量的解析表达式［５］。然而，用解析法计算光波

通过湍流后的统计特性是十分困难的，特别是通过

强湍流后的统计特性，因此在对这类问题还没有找

到简单解析解的情况下，人们就把目光投向了数值

模拟方法。虽然现阶段数值模拟还不能完全代替实

验，但是由于其灵活、简便的特点仍不失为一种研究

大气湍流的重要手段。目前，采用数值模拟方法对

大气湍流的研究主要集中在大气湍流中光束的传输

以及传输过程中光束的传输特性和统计特性，而在

这其中如何准确建立大气湍流数值模型则是关系到

数值模拟结果正确与否的一个关键问题。在建立大

气湍流数值模型时，国内外学者通常采用相位屏近

似的方法，而对于其中的核心问题即大气湍流相位

屏的生成问题，方法主要集中在统计学方法如功率

谱反演法［６，７］，数学方法如多项式展开法［８，９］和分形

理论［１０，１１］等几个方面，再辅之以插值［１０，１２］、矩阵分

析［１３］等。综合上述方法来看，谱反演法在低频部分

存在一定的不足，而多项式展开法则在高频部分有

所缺失，误差主要来自于有限的取样格数、有限的相

屏大小以及具体的相位屏生成方法。在此，本文从

大气湍流统计学特性入手，通过大气湍流相位结构

函数计算出不同采样点之间的相位差，以此来模拟

生成大气湍流相位屏。

２　相位结构函数

对于平稳随机过程犛（·），其结构函数的定义式

为

犇Ｓ（狉）＝ 〈犛（狉′＋狉）－犛（狉′［ ］）２〉， （１）

式中狉′代表某已知采样点的位置，狉表示目标采样

点与已知采样点之间的标量距离，〈·〉表示在函数定

义域内求平均。根据 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流理论，大气

湍流通常被近似视为局部均匀各向同性的，因此在

整个光波传播距离上湍流的强度可以认为是均匀

的，此时对于平面波和球面波而言，其对应的相位结

构函数分别可以写为［１４］

犇（狉）＝８π
２犽２犣∫

∞

０

Φ狀（犓）［１－Ｊ０（犓狉）］犓ｄ犓，（２）

犇（狉）＝８π
２犽２犣∫

１

０
∫
∞

０

Φ狀（犓）［１－Ｊ０（犓狉ξ）犓ｄ犓ｄξ，（３）

式中光波波数犽＝２π／λ，λ为光波波长，犣为光波传

输距离，Ｊ０（·）为零阶贝塞尔函数，Ф狀（犓）为大气湍

流的 功 率 谱 密 度，犓 为 空 间 波 数。对 于 满 足

Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ统计规律的湍流谱，其功率谱密度表达

式为

Φ狀（犓）＝０．０３３犆
２
狀犓

－１１／３，　２π／犔０ ≤犓 ≤２π／犾０

（４）

式中犆狀
２ 为大气湍流折射率结构常数，犾０ 和犔０ 分别

对应大气湍流的内、外尺度。

３　大气湍流相位屏数值模拟方法

由于大气湍流相位屏对激光光束的影响主要体

现在相位的随机起伏，而在穿过相位屏前后光束幅

值的变化可以忽略不计，因此对于传输过程中经过

相位屏前后的激光光束其波结构函数与其相位结构

函数可视为相同。而根据 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ湍流理论，

由于一定区域内的大气湍流通常满足局部均匀各向

同性的条件，故其相位起伏的分布不因采样点位置

和方向的不同而改变，仅与位移矢量的大小有关。

在此本文从激光光波的相位结构函数入手，由（１）式

根据不同采样点之间的相位差构建大气湍流相位

屏，其具体步骤是：首先由大气湍流的相关参数建立

相位结构函数的表达式；然后根据不同采样点之间

的距离间隔，通过相位结构函数得到相位屏上相对

于某参考点的相位起伏分布；最后通过引入随机相

位起伏方差实现大气湍流相位起伏的随机分布。

假设相位屏上任意一点（犻０，犼０）的初始相位值

是φ０（犻０，犼０），则由相位结构函数生成的相位屏可写

为

φ狋（犻，犼）＝φ０（犻０，犼０）＋ 犇φ（狉）＋犚σ
２

槡 φ
， （５）

式中狉＝［（犻－犻０）
２
＋（犼－犼０）

２］１／２为不同采样点之

间的标量距离，犇φ（狉）为根据相位结构函数生成的、

间距 为狉 的 采 样 点 之 间 的 均 方 相 位 差，σ
２

φ ＝

１．０２９９（犇／狉０）
５／３为接收孔径犇内的相位起伏方差，

狉０ 为大气湍流相干长度，犚为根据 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ法

０５０１００１２
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生成的、在（０，１）之间满足均匀分布的随机因子。

由于大气湍流的无特征尺度性，即湍流可以由

相差很大的、各种不同尺度的涡旋组成，因此为了更

进一步体现大气湍流波前相位畸变的随机性，有必

要在考虑高频部分即湍流微结构随机性的同时，兼

顾低频部分即湍流尺度的随机性。在此引入随机数

据元扩张法，该方法的基本思想是通过迭代扩张的

方式实现网格的逐步细分，在逐步细分的过程中待

扩张数据元的选择是随机的，并且一旦在某一轮次

的扩张过程中某个数据元未被选中，则在后续轮次

的扩张过程中该数据元将不会再被选中，这也意味

着该数据元的数值将保持不变。随着随机数据元扩

张法的使用，在大气湍流相位屏的生成过程中将充

分实现大气湍流尺度和微结构的随机分布，其中“待

扩张数据元的随机选择”实现了大气湍流尺度分布

的随机性，而“均方相位差的随机引入”又能保持采

样点之间相位起伏分布的随机性。

随机数据元扩张法的具体步骤如下（图１）：

１）进行相位屏的初始化［图１（ａ）］，确定初始相

位值φ０（犻，犼）＝ σ
２
槡φ ＝１．０２９９（犇／狉０）

５／６ 以及相位

屏的外尺寸即数值模型对应的湍流外尺度犔０；

２）由初始采样点φ０（犻，犼）根据式（５）扩展得到

一个２×２网格［图１（ｂ）］；

３）进行第一轮次的随机数据元扩张［图１（ｃ）］。

对于被随机选中的数据元例如图中的点１、２、３，按

（５）式进一步进行扩张；对于未被选中的数据元如点

４，则继续沿用点４的值作为扩张的结果。以此类

推，相位屏的生成过程可以通过（６）式概括：

φ犿，１（犻，犼）＝φ犿，０（犻，犼）＋［犇φ（狉１）＋犚１σ
２

φ
］１／２

φ犿，狋＋１（犻，犼）＝φ犿，狋（犻，犼）＋犚２·［犇φ（狉狋）＋犚１σ
２

φ
］１／

烅
烄

烆
２
，　狋＝２，３，… （６）

式中犚１是（０，１）之间均匀分布的随机数，犚２＝１或

０用来实现待扩张数据元的随机选择，犿 表示相位

屏组中的第犿个相位屏，狋表示在一个相位屏生成过

图１ 随机数据元扩张示意图：（ａ）初始数据元φ０（犻，犼）；

（ｂ）第一次扩张得到２×２网格；（ｃ）第二次扩张得

　　到４×４网格；（ｄ）第三次扩张得到８×８网格

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｒａｎｄｏｍｕｎｉｔｅｘｐａｎｓｉｏｎ．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌ

ｕｎｉｔφ０（犻，犼）；（ｂ）２×２ｇｒｉｄｂｙ１ｓｔｅｘｐａｎｓｉｏｎ；

（ｃ）４×４ｇｒｉｄｂｙ２ｎｄｅｘｐａｎｓｉｏｎ；（ｄ）８×８ｇｒｉｄｂｙ

　　　　　　　３ｒｄｅｘｐａｎｓｉｏｎ

程中进行的第狋轮次的数据元扩张。数据元扩张过

程中，通过预先设定的最小采样点间隔控制数据元

的扩张轮次。当相位屏生成后，由最小采样点的间

隔即可确定湍流的内尺度犾０ 槡＝ ２狉狋。

由于在构建大气湍流数值模型时，需要用一系

列等间隔的相位屏模拟无限延伸的湍流介质，此时

光波通过湍流大气的传输就相当于光波通过相位屏

后在相位屏间的传输。这一系列相位屏之间不是完

全独立的，其相关性体现在相位屏生成时的初始相

位值。假设已经生成一个相位屏（ＰＳ１），则其相邻

相位屏（ＰＳ２）的初始相位值可以通过（７）式获得，即

φ２，０（犻，犼）＝φ１，０（犻，犼）＋［犇φ（Δ狕）＋犚１σ
２

φ
］１／２，

（７）

式中 Δ狕为相邻相位屏之间的距离，φ１，０（犻，犼）和

φ２，０（犻，犼）为ＰＳ１和ＰＳ２的初始相位值。由于湍流模

型中相位屏是等间隔分布的，即相邻相位屏之间的

距离Δ狕是恒定的，因此（７）式中未知数只有φ１，０（犻，

犼），在此将其简写为

φ２，０（犻，犼）＝Λ［φ１，０（犻，犼）］， （８）

而对于后续的相位屏，其相应的初始相位值采用系

综平均的方法，综合已知相位屏的初始相位值进行

求解，即

０５０１００１３
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φ２，０（犻，犼）＝Λ（φ１，０）

φ３，０（犻，犼）＝
１

２
［Λ（φ１，０）＋Λ（φ２，０）］

φ４，０（犻，犼）＝
１

３
［Λ（φ１，０）＋Λ（φ２，０）＋Λ（φ３，０）］



φ犿，０（犻，犼）＝
１

犿－１
［Λ（φ１，０）＋Λ（φ２，０）＋…＋Λ（φ犿－１，０

烅

烄

烆
）］

． （９）

　　 大气湍流相位屏的个数犿由屏间区域Δ狕内的

光强闪烁率σ
２
犐（Δ狕）决定，即需满足σ

２
犐（Δ狕）＜０．１。

其中光强闪烁率的定义为σ犐
２
＝〈犐

２〉／〈犐〉２－１，犐表

示光强。根据Ｒｙｔｏｖ方差可得闪烁率的计算式为

σ
２
犐（Δ狕）＝１．２３犆

２
狀犽
２－α／２
Δ狕

１＋α／２． （１０）

对于Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ谱，取α＝５／３。

４　数值模拟结果分析

数值模拟采用波长１．５μｍ的高斯激光光束，

大气湍流折射率结构常数犆狀
２ 为３．０×１０－１６ｍ－２

／３，

湍流外尺度犔０ 为３２ｍ，光束传输距离犣为２ｋｍ。

对于相位屏的模拟结果，在此通过相位结构函数曲

线对其进行比对分析，如图２所示。图中理想情况

下的相位结构函数曲线由（３）式得到，功率谱反演法

的计算结果取自参考文献［６］。从图３的结构函数

误差对比可见，经过随机数据元扩张生成的相位屏

与理论结果更加接近，并且在低频部分即狉∈［０．５，

０．８］相对于功率谱反演法在统计学特性上有所提

升。对于不同网格数的相位屏计算结果，相应的相

位结构函数对比曲线如图４所示。从图中可见，随

图２ 随机数据元扩张获得的相位结构函数曲线与

理论曲线对比

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎｄｅｒｉｖｅｄ

ｆｒｏｍｒａｎｄｏｍ ｕｎｉｔｅｘｐａｎｓｉｏｎａｓｃｏｍｐａｒｅｄｔｏｔｈｅ

　　　　　　　　ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｏｎｅ

着网格数的增加，相位屏高频特性逐渐显现，当采样

率达到１２８×１２８时，高频特性逐渐趋于平稳，此时

对应的大气湍流内尺度犾０ 约为１ｃｍ。通过对不同

采样率的计算结果的对比可以看出，随着相位屏网

格数的提高（１２８×１２８→２５６×２５６→５１２×５１２），计

算结果的高频误差逐渐减小，这意味着随着数据元

扩张次数的增加，大气湍流相位屏的小尺度特性逐

渐显现。

图３ 相位结构函数理论与模拟误差

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄｓｉｍｕｌａｔｅｄ

ｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎａｓａｆｒａｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｔｈｅｏｒｙ

图４ 不同网格数相位屏对应的相位结构函数曲线对比

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐｈａｓｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｐｈａｓｅｓｃｒｅｅｎｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄｎｕｍｂｅｒｓ

对于由相位屏组构建的大气湍流数值模型，在

此通过光强闪烁率作为判据进行验证，图５给出光

强闪烁率的计算结果，其中光强闪烁率σ
２
犐 的理论值

由（１０）式计算得到。从对比曲线可以看出，大气湍

０５０１００１４
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流对激光光强的影响在趋势上与理论值基本相同。

图６给出模拟结果对应的光强闪烁率相对误差，从

相对误差对比曲线可见，当犆狀
２
＜１０

－１６ｍ－２
／３时光强

闪烁率在数值上与理论值吻合度高，此时对应的是

弱湍流和中等强度湍流；当湍流强度的量级超过

１０－１６ｍ－２
／３之后误差逐渐加大，最大相对误差可达

４０％。

图５ 光强闪烁率的对比

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｌｉｇｈｔｉｎｔｅｎｉｓｔｙｓｃｉｎｔｉｌｌａｔｉｏｎｒａｔｉｏ

图６ 光强闪烁率相对误差的对比

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｌｉｇｈｔｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ｓｃｉｎｔｉｌｌａｔｉｏｎｒａｔｉｏ

５　结　　论

从大气湍流背景下激光光束的相位结构函数入

手，通过引入随机数据元扩展的思想给出了一种新

的大气湍流相位屏数值模拟方法。从模拟结果可以

看出，采用该方法的计算结果当网格数达到１２８×

１２８之后统计特性与理论结果吻合度较好，此时对

应的大气湍流内尺度大约为１ｃｍ。当相位屏网格

数进一步增加之后，计算结果的统计特性保持稳定，

并且在高频部分逐渐逼近理论值。而对于由相位屏

组构建的大气湍流数值模型，通过光强闪烁率作为

判据验证了其准确性。结果表明，对于弱湍流和中

等强度湍流，模拟结果与理论值高度吻合，对于强湍

流则误差较为明显，相对误差最大可达４０％。
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