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摘要　将均匀各向异性介质重构为电学上的无耗各向同性介质，得到了重构目标的散射截面；进而得到了主坐标

系中无耗各向异性介质球的散射截面，将介质退化到各向同性介质时，各向异性介质球的散射截面与 Ｍｉｅ理论完

全一致，验证了所得结果的正确性；仿真结果表明：散射截面正比于目标介电常数张量的元素且随入射方向的变化

而变化；所得结果为复杂形体各向异性介质目标的散射评判提供了理论基础。
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１　引　　言

近年来，随着现代雷达系统及现代隐身、遥感等

技术领域的不断发展，各向异性目标的电磁波散射

研究受到人们的普遍重视；当电磁波在各向异性介

质中传播时，有两个传播矢量，其大小取决于电场的

极化状态［１］，是各向异性目标散射的主要困难；１９０８

年 Ｍｉｅ彻底地解决了无耗各向同性均匀介质球的

电磁散射［２，３］，为复杂目标散射特性的评判提供了

一个标准，各向异性均匀介质中平面电磁波在介质

分界面上的传播及各向异性均匀介质球的散射特性

等［４，５］得到了很好的研究。为了解决各向异性介质

目标的散射问题，已有文献［６，７］将各向异性介质中

的电磁波用矢量球面波函数展开，然而，介电常数张

量的元素在不同的坐标系中是不同的，球矢量波函

数的正交性是以各向同性介质中的标量势波动方程

为基础导出的；采用波透射链矩阵的方法［８］可以处

理介质参数为单轴各向异性材料的波传播问题，难

以研究一般的各向异性材料中的波传播问题。文献

０４２９００２１
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［９］利用积分方程分析了二维各向异性介质对平面

电磁波的散射，但在谐振区误差很大，另外，人们还

利用矩量法、Ｔ矩阵等
［１０～１５］等数值算法的结合研究

了三维各向异性目标的电磁散射问题，可控光束、高

斯光束在单轴晶体中的传播及在界面上的反射等已

受到人们的普遍关注，研究各向异性椭圆柱目标的

电磁散射［１６］，应将介电常数张量变换到在椭圆柱坐

标系中，同时应注意球矢量波函数的适应性。为了

解决无耗各向异性介质的电磁波传播、散射问题，文

献系统地提出了电磁场的多尺度理论，应用该理论

已成功地研究了磁化等离子体球、各向异性椭球的

瑞利散射特性［１６～１８］。

本文以电磁场的多尺度理论为基础，将均匀各

向异性介质重构为各向同性介质，给出了各向异性

介质球重构后的介电常数和目标半径，估计了由此

引起的磁各向异性，得到了重构目标的散射场和散

射截面；论证了面元矢量的多尺度关系，证明了电磁

波的功率为一个尺度伸缩不变量，以此为基础，利用

能流密度矢量的多尺度关系以及散射系数的定义，

得到了无耗各向异性目标散射截面的解析表达式；

以各向异性介质球为例，仿真结果验证了所得结果

的正确性，将所得结果退化到瑞利散射时，与 Ｍｉｅ

理论取得了一致的结果。

２　无耗各向异性介质球的电磁重构

文献［１］由能量守恒定律得出：无耗的各向异性

介质介电常数张量ε必为一个实对称张量，那么，通

过坐标轴的适当旋转，可以将该介电常数张量变为

对角张量，能使介电常数张量对角化的坐标系被称

为主坐标系；因此，可设主坐标系中一个半径为犚

的无耗各向异性介质球的球心与主坐标系Σ 的原

点重合，电磁参数为

ε＝ε０ε狉 ＝ε０

ε１ ０ ０

０ ε２ ０

０ ０ ε

熿

燀

燄

燅３

　μ＝μ０． （１）

在笛卡儿坐标系中，主坐标与伸缩坐标的关系设为

狓′＝
狓
犪
；狔′＝

狔
犫
；狕′＝

狕
犮
， （２）

式中犪，犫，犮分别为待定的无量纲尺度因子；尺度因

子的引入，使得长度的测量标准发生了改变，那么，

定义在坐标上的物理量必然发生变化；由文献［１４，

１５］可知，在伸缩坐标系Σ′中电磁参数变为

ε′＝ε０

ε１犫犮

犪
０ ０

０
ε２犪犮

犫
０

０ ０
ε３犫犪

熿

燀

燄

燅犮

；

μ′＝

μ０犫犮

犪
０ ０

０ μ０犪犮

犫
０

０ ０ μ０犫犪

熿

燀

燄

燅犮

．

尺度因子的选择原则上是任意的，为了减小误差，计

算简单，我们可分别选择尺度因子为

犪＝
犿２

ε２ε槡 ３

，　犫＝
犿２

ε１ε槡 ３

，　犮＝
犿２

ε２ε槡 １

，

犿＝
ε１＋ε２＋ε３

槡 ３
＝ ε槡犪

ε′＝ε０

犿２ ０ ０

０ 犿２ ０

０ ０ 犿

熿

燀

燄

燅２

， （３ａ）

μ′＝

μ０犿
２

ε１
０ ０

０ μ０犿
２

ε２
０

０ ０ μ０犿
２

ε

熿

燀

燄

燅３

， （３ｂ）

（３）式表明：主坐标系Σ中电各向异性球体在尺度

坐标系Σ′中变为电各向同性、磁各向异性；由于研

究的是弱电各向异性，磁导率μ０ 的大小为１０
－９ 量

级，犿２／ε犻有相同的数量级，所以球体的磁各向异性

相差在１０－１０数量级，在工程应用上和近似计算中这

一误差可以忽略不计，可近似地认为重整后的目标

是电磁各向同性的介质球。为了减小计算误差，必

须合理得出重整后的介质球半径；在主坐标系中，表

述介质球的方程为

狓２＋狔
２
＋狕

２
＝犚

２． （４）

将（２）式代入（４）式可得

狓′２

犚２／犪２
＋
狔′
２

犚２／犫２
＋
狕′２

犚２／犮２
＝１． （５）

在尺度坐标系中，球体变成了椭球体，由尺度因子的

引入其变化不大，在近似计算中可以将椭球看成球

体；取椭球的体积与等效球的体积相等，可以得到等

效球体的半径犚′＝犚（犪犫犮）－１
／３，（５）式变为

狓′２＋狔′
２
＋狕′

２
＝犚′

２， （６）

在伸缩坐标系Σ′中，目标的散射场为
［３］

０４２９００２２
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′犈θｓ＝
ｊｅｘｐ（－ｊ犽狉）

犽狉
ｃｏｓφ′∑

∞

狀＝１

２狀＋１
狀（狀＋１）

（犮狀τ狀＋犱狀π狀），

′犈φｓ＝
－ｊｅｘｐ（－ｊ犽狉）

犽狉
ｓｉｎφ′∑

∞

狀＝１

２狀＋１
狀（狀＋１）

（犮狀π狀＋犱狀τ狀），

τ狀 ＝
ｄ犘１狀（ｃｏｓθ′）

ｄθ′
，　π狀 ＝

犘１狀（ｃｏｓθ′）

ｓｉｎθ′

烅

烄

烆
．

（７）

由文献［１４］可得主坐标系Σ中各向异性球体的散射场矩阵表达式为

犈狊 ＝犙
－１′犈狊， （８）

式中犙
－１为主坐标系与尺度坐标系电场强度的变换矩阵；散射场的具体表达式为

犈θｓ＝狇２２′犈θｓ，

犈φｓ＝狇３２′犈θｓ＋狇３３′犈φｓ， （９）

式中

狇２２ ＝
ｃｏｓ２φ
犪２

＋
ｓｉｎ２φ
犫（ ）２

１／２

犮
ｓｉｎ２θｃｏｓ

２

φ
犪２

＋
ｓｉｎ２θｓｉｎ

２

φ
犫２

＋
ｃｏｓ２θ
犮（ ）２

１／

［ ］
２

，

狇３２ ＝
ｃｏｓθｓｉｎ２φ

２犮
ｓｉｎ２θｃｏｓ

２

φ
犪２

＋
ｓｉｎ２θｓｉｎ

２

φ
犫２

＋
ｃｏｓ２θ
犮（ ）２

１／２ ｃｏｓ２φ
犪２

＋
ｓｉｎ２φ
犫（ ）２

１／２
，

狇３３ ＝
１

犪犫
ｃｏｓ２φ
犪２

＋
ｓｉｎ２φ
犫（ ）２

１／２ ．

将散射场代入（９）式，去掉ｅｘｐ（－ｊ犽狉）／狉因子后的

散射振幅矢量为

犳（犻，狅）＝犳θｓ（犻，狅）^θ＋犳φｓ（犻，狅）^φ． （１０）

　　图１为相对介电常数张量给定时，散射振幅随

磁导率的变化；三种曲线分别表示采用（３ｂ）式中的

不同元素时散射振幅随散射角的变化，这一变化表

明：由介电常数张量引起的磁导率各向异性对散射

振幅有一定的影响，对后向、前向散射来讲（θ＝０或

π），这一影响十分微小，平均误差约为５％，对电磁

波衰减、散射研究来说影响不大，实际应用上可以

忽略。

图１ 散射振幅与磁导率的关系

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｓｃａｔｔｅｒｉｎｇａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ａｎｄｐｅｒｍｅａｂｉｌｉｔｙ

由于重整后目标近似地为各向同性球体目标，

故伸缩坐标系中目标散射系数近似为

′σｓ＝
２

（犽犚′）２∑
∞

狀＝１

（２狀＋１）（犮狀
２
＋ 犱狀

２），（１１）

式中

犮狀 ＝
Ｊ^狀（犽犚′）^Ｊ′狀（犽犿犚′）－犿^Ｊ狀（犽犿犚′）^Ｊ′狀（犽犚′）

Ｈ^
（２）
狀 （犽犚′）^Ｊ′狀（犽犿犚′）－犿^Ｊ狀（犽犿犚′）^Ｈ

（２）′
狀 （犽犚′）

犱狀 ＝
犿^Ｊ狀（犽犚′）^Ｊ′狀（犽犿犚′）－^Ｊ狀（犽犿犚′）^Ｊ′狀（犽犚′）

犿^Ｈ
（２）
狀 （犽犚′）^Ｊ′狀（犽犿犚′）－^Ｊ狀（犽犿犚′）^Ｈ

（２）′
狀 （犽犚′）

．

犽为自由空间的传播常数，^Ｊ狀（狓）＝
π狓

槡２Ｊ狀＋１／２（狓）
为另一种球贝塞尔函数。

３　无耗各向异性介质球的散射截面

实际的各向同性目标在入射波方位一定的条件

下，其散射截面与测量方位无关，各向同性的球形均

匀介质目标散射截面不但与测量方位无关，还与入

射波的方位无关；对于各向异性均匀介质球形目标

而言，其散射截面与各向同性的球形均匀介质目标

散射截面有所不同，散射截面应是电磁波入射方位

的函数。笛卡儿坐标系中，主坐标与尺度坐标的关

系为狓＝犪狓′，狔＝犫狔′，狕＝犮狕′，所以，矢量面元的各分

量也要发生变化，主坐标系的矢量面元ｄτ与尺度坐

标系的矢量面元的ｄτ′关系为

０４２９００２３
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ｄτ＝犕
－１ｄτ′， （１２）

式中

犕－１
＝

犫犮 ０ ０

０ 犪犮 ０

０ ０

熿

燀

燄

燅犪犫

，

为面元的尺度变换矩阵，应注意的是如果在球坐标

系、柱坐标系或其他曲面坐标系，（１２）式的具体表达

式也要发生变化，可参阅文献［１５，１６］。利用麦克斯

韦方程组可得主坐标中电磁波的能流密度矢量与尺

度坐标的能流密度矢量关系为

犛犻 ＝犕′犛犻． （１３）

由（１２），（１３）式可得电磁波的功率在两坐标系中是

一多尺度伸缩不变量，即

犘＝∫犛
狋ｄτ＝∫犛′

狋犕狋犕－１ｄτ′＝∫犛′
狋ｄτ′＝犘′，（１４）

（１４）式是在直角坐标系中的表达式，与坐标系的选

择无关；利用散射截面的定义

σｓ＝
犘
犛犻
，

（１４）式容易得到

σｓ＝（犫
２犮２ｓｉｎ２θ０ｃｏｓ

２

φ０＋犪
２犮２ｓｉｎ２θ０ｓｉｎ

２

φ０＋

犪２犫２ｃｏｓ２θ０）
１／２′σｓ， （１５）

式中犪，犫，犮为尺度因子。（１５）式表明各向异性球

形目标的散射不仅是介电常数张量的复杂函数，还

与入射方位角（θ０，φ０）有关，是目标各向异性散射特

性的体现。

当介质为各向同性介质时，即ε１＝ε２＝ε３＝ε，

三个尺度因子犪＝犫＝犮＝１，重整目标半径等于主

坐标系中的目标半径，犿＝槡ε，尺度坐标系的散射截

面与主坐标系的散射截面相等，即σｓ＝ ′σｓ，表明了

（１５）式的正确性；由得出过程可以看出：（１５）式与

目标的形状无关。对于瑞利散射，有犽犚 １：

Ｊ^１（犽犚′）＝
１

３
（犽犚′）２，^Ｊ′１（犽犚′）＝

２

３
犽犚′，

Ｈ^１（犽犚′）＝
ｊ
犽犚′

，^Ｈ′１（犽犚′）＝
－ｊ
（犽犚′）２

狀≥２时（１１）式中的其他项为高阶无穷小量；将以上

各式代入（１５）式得

σｓ＝（犫
２犮２ｓｉｎ２θ０ｃｏｓ

２
０＋犪

２犮２ｓｉｎ２θ０ｓｉｎ
２

φ０＋

犪２犫２ｃｏｓ２θ０）
１／２ ８

３
（犽犚′）４

ε犪－１

２＋ε犪

２

． （１６）

下面是以各向异性介质球为例的部分仿真结果：在

图２，３中，仿真所用参数分别为犳＝６×１０
８Ｈｚ，犚＝

０．５ｍ，θ＝π／４，＝π／３，ε１＝１．２和犳＝６×１０
８ Ｈｚ，

犚＝０．５ｍ，ε１＝１．２，ε２＝１．１，ε３＝１．３；由图２可以

看出：在各向异性介质目标的散射中，当狓方向的

介电常数给定时，目标的散射截面正比于狔、狕方向

上的介电常数，由于直角坐标系中三个方向的介电

常数地位相等，由此可得目标的散射正比于介电常

数张量；图３为入射波方位角（θ，φ）对目标散射的影

响，随角度θ敏感地变化，当θ＝０或θ＝π散射最

大，只是由于此时入射场在狓轴上的投影最大而引

起的。图４所用参数为犳＝２５×１０
６Ｈｚ，犚＝１ｍ，满

图２ 散射截面随介电常数张量的变化

Ｆｉｇ．２ Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓ

ｔｈｅｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏｎｓｔａｎｔｔｅｎｓｏｒ

图３ 散射截面随测量方位的变化

Ｆｉｇ．３ Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅｍｅａｓｉｎｇａｎｇｌｅ

图４ 瑞利散射结果的比较

Ｆｉｇ．４ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｗｉｔｈＲａｙｌｅｉｇｈｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｂｙ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

０４２９００２４



李应乐等：　均匀各向异性介质球散射的解析研究

足瑞利散射的条件，其中虚线为文献结果，实线为本

文结果，可以看出，本文结果与文献结果有一定的误

差，这是由于本文结果与文献结果都是一种近似地

结果，它们近似的具体过程不同而引起的；但两种结

果的变化趋势、数量级基本一致，表明了本文结果的

正确。图５表明在目标大小一定的条件下，散射随

介电常数张量的增大而增大，与图２的结果一致，当

目标大小与波长相比拟时，散射最大；采用文献［１１］

所给参数计算散射效率，结果如图６所示，实线是本

文所得结果，虚线为文献［１１］利用Ｔ矩阵方法所得

结果，两种方法所得到的结果基本一致；将本文所得

结果（９）式代入微分散射的定义，可以计算微分散射

效率随散射角的变化，仿真结果如图７所示，两种曲

线的变化趋势一致，表明了本文算法的有效性；本算

法基于电磁场的多尺度变换，具有物理意义清晰，解

析解相对直观的特点，基于解析表达式的仿真具有

快速、占用计算资源少的优势。

图５ 散射截面随半径的变化

Ｆｉｇ．５ Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｖｅｒｓｕｓｔｈｅｒａｄｉｕｓ

图６ 散射效率随犽犚的变化

Ｆｉｇ．６ Ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｖｅｒｓｕｓ犽犚

图７ 微分散射效率随散射角的变化

Ｆｉｇ．７ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｖｅｒｓｕｓ

ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇａｎｇｌｅ

４　结　　论

基于电磁场的多尺度理论，将无耗各向异性介

质重构为电学上的无耗各向同性介质，以球形目标

为例，对其形状参数进行了估计分析，得到了重构后

目标的散射截面；给出了面元矢量的多尺度变换关

系，证明了电磁功率是尺度伸缩不变量，进而得到了

主坐标系中无耗各向异性介质球的散射截面，发现

该散射截面与入射波的方向有关，体现了目标的各

向异性特性；仿真结果与现有各向异性目标散射的

文献基本一致，将介质退化到各向同性介质时，所得

结果与 Ｍｉｅ理论完全一致，验证了所得结果的正确

性；在目标尺寸与波长相比拟时对所得结果进行了

仿真，结果表明：散射截面正比于目标介电常数张量

的元素；散射截面随入射方向的变化而变化，并给出

了这一变化的物理意义；如何利用电磁场的多尺度

理论研究有耗各向异性介质球体、复杂形体各向异

性介质目标的散射特性，是下一步将要开展的研究

工作。
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