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摘要　穿过大气湍流的高斯激光脉冲在时间域的展宽行为与高斯脉冲通过理想高斯滤波器后的时域展宽行为相

似。因此，为了激光通信信道仿真的需要，提出用级联巴特沃斯滤波器来逼近理想高斯滤波器的方法对这种时间

域上的展宽行为进行建模。逼近后的高斯滤波器的３ｄＢ频率点与大气湍流的物理参数（包括折射率结构常数和

湍流外尺度）和传播几何路径长度联系在一起，从而将高斯脉冲的展宽与所通过的大气湍流环境参数相结合并得

到了模拟高斯脉冲展宽的解析表达式。该模型和由模型参数表示的高斯脉冲展宽的解析表达式不仅在湍流弱起

伏区有效，而且在从弱起伏到中等起伏再到强起伏的整个区域中都有效。
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１　引　　言

大气湍流会严重影响激光光束的质量［１～３］，对

于激光脉冲信号，尤其是超短激光脉冲信号（飞秒和

皮秒量级），其通过大气湍流后会产生脉冲展宽，这

种展宽会严重限制高数据速率激光通信系统的性

能。脉冲展宽是脉冲漂移（ｐｕｌｓｅｗａｎｄｅｒ）和散射这

０４０１００１１
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两种现象共同作用的结果［４］。脉冲展宽量可以通过

双频互相干函数（ＭＣＦ）得到
［５］。在过去对 ＭＣＦ的

研究中，绝大部分研究工作都基于一些有限的假设，

例如均匀平面波假设［６］、针对高斯大气谱模型的特

殊情况［７］、弱起伏理论和近场中折射率起伏的修正

的冯卡尔曼（ｖｏｎＫａｒｍａｎ）谱模型
［８］。然而这些研

究都是基于Ｒｙｔｏｖ近似理论，从而使这些研究的结

果只在大气湍流的弱起伏区有效［９］。Ｙｏｕｎｇ
［９］基于

展宽的惠更斯 菲涅耳原理提出了在中等起伏到强

起伏情况下适用的 ＭＣＦ的解析表达式。另外，针

对仿真应用，ＪｕｒａｄｏＮａｖａｓ等
［１０］提出了一个脉冲时

间展宽模型并用在相关研究工作中［１１，１２］，但该模型

仅在大气湍流的弱起伏区才适用。本文基于中心极

限定理提出用级联巴特沃斯滤波器来逼近理想高斯

滤波器的方法对高斯脉冲时间域上的展宽行为进行

建模，通过数值实验对所提模型的有效性进行了

验证。

２　理论模型

本文主要研究超短高斯激光脉冲沿水平路径穿

过大气湍流的弱起伏到中等起伏再到强起伏区后的

时间域展宽，而且所研究的模型是文献［７］的扩展。

激光脉冲信号具有高斯包络形状，高斯脉冲为［５］

狏犻（狋）＝ｅｘｐ（－狋
２／犜２０）， （１）

式中犜０ 为脉冲半峰全宽。狏犻（狋）的傅里叶变换可以

表示为

犞犻（ω）＝犜０槡πｅｘｐ（－ω
２犜２０／４）． （２）

　　高斯脉冲穿过大气湍流后的脉冲展宽可以通过

高斯滤波器的时间域响应进行模拟，因此高斯脉冲

穿过大气湍流后的输出信号仍然是高斯形状的脉

冲［７，１０，１３］，用狏０（狋）表示穿过湍流后的脉冲信号，其

表达式可假设为

狏０（狋）＝犃ｅｘｐ（－β狋
２）， （３）

式中犃为振幅，β为正的常数。在频率域，狏０（狋）的

傅里叶变换为

犞０（ω）＝犃
π

槡βｅｘｐ
（－π

２
犳
２／β）． （４）

　　大气可以被看做一个线性系统
［７，１３，１４］，因此在

频率域中输入脉冲和输出脉冲之间的关系可表示为

犞０（ω）＝犞犻（ω）犌（ω）， （５）

式中犌（ω）为大气的频率传递函数。

激光脉冲的时间域展宽仅由高斯滤波器的幅度

响应进行模拟，因此将理想高斯滤波器的频率响应

表示为

犌（ｊω）＝ｅｘｐ（－犪
２
ω
２）， （６）

式中犪是与滤波器带宽有关的常数。用狓代替犪２ω
２

后 高 斯 滤 波 器 的 幅 度 响 应 可 以 表 示 为

犌（ｊ狘槡狓／犪狘）＝ｅｘｐ（－狓）的形式。将（２）式和

（６）式代入（５）式后得到

犞０（ω）＝犜０槡πｅｘｐ（－ω
２犜２０／４）ｅｘｐ（－犪

２
ω
２）．

（７）

　　比较（７）式和（４）式，可以得到

β＝
１

犜２０＋４犪
２． （８）

　　由角频率ω３ｄＢ的定义可知 犌（ｊω３ｄＢ）＝１／槡２，

所以可以得到

犪２ ＝
ｌｎ２

２ω
２
３ｄＢ

， （９）

因此

β＝
１

犜２０＋２ｌｎ２／ω
２
３ｄＢ

． （１０）

　　定义狋＝τ是使狏０（τ）＝犃／犲的输出高斯脉冲的

半峰全宽，从而可得

τ＝１／槡β＝ 犜２０＋
２ｌｎ２

ω
２
３槡 ｄＢ

， （１１）

另外，输出高斯脉冲的半峰全宽在文献［５］表示为

犜２ ＝ 犜２０＋８槡 α， （１２）

式中

α＝０．３２２
σ
２
１犙

－５／６
０

ω
２
０

， （１３）

σ
２
１ ＝１．２３犆

２
ｎ犽
７／６犔１１

／６，　犙０ ＝
犔

犽犔２０
，　ω０ ＝犽犮，　

（１４）

式中犆２ｎ为折射率结构常数，犔０ 为大气湍流的外尺

度，犔为传播路径长度，犽＝２π／λ为波数。

结合（１１）式和（１２）式可以得到高斯滤波器的

３ｄＢ频率为

ω３ｄＢ ＝
１

２

ｌｎ２

槡α ， （１５）

α由（１３）式定义。

理想高斯滤波器的的截止频率ωｃ 定义为使幅

度响应 犌（ｊω）等于１／ｅ的频率点，由此可得截止

频率的表达式为

ωｃ＝
１

犪
＝
１

２槡α
＝

ω
２
０

０．６４４σ
２
１犙

－５／６槡 ０

． （１６）

　　由以上讨论可知，高斯脉冲的展宽行为可以由

理想高斯滤波器的时间域响应进行模拟，展宽量可

由（１１）式给出。但是理想高斯滤波器是非因果且物

０４０１００１２
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理不可实现的，为了获得因果高斯滤波器，必须对理

想高斯函数进行因果逼近。

通过使狏０（τ）等于犃／ｅ，得到（１１）式给出的输

出高斯脉冲的半峰全宽，在频率域通过使幅度响应

犌（ｊω）等于１／ｅ，得到理想高斯滤波器的截止频率

ωｃ。由类比可知ωｃ是幅度响应 犌（ｊω）的半峰全宽。

为了准确地模拟高斯脉冲的展宽，必须在［－ωｃ，ωｃ］

的区间内对理想高斯滤波器的幅度响应 犌（ｊω）进

行逼近。为了减小逼近误差，将逼近区间展宽到

［－１．５ωｃ，１．５ωｃ］。

由中心极限定理可知，通过级联均匀滤波器可

逼近理想高斯滤波器［１５］。这意味着在频率域理想

高斯滤波器的幅度响应是所有级联的均匀滤波器的

幅度响应的乘积，故可以用巴特沃斯滤波器的级联

来逼近高斯滤波器。定义一级巴特沃斯滤波器的幅

度响应为

犎（ｊω）＝
１

１＋γ（ω／ωｃ）
２
， （１７）

式中ωｃ为所要逼近的理想高斯滤波器的截止频率，

γ为调整系数。前面所述的级联逼近行为可以表

示为

犌（ｊω）＝ｅｘｐ（－犪
２
ω
２）＝ｌｉｍ

犕→∞

１

１＋γ（ω／ωｃ）［ ］２
犕

，

（１８）

式中犕 是级联巴特沃斯滤波器的级数。

从（１８）式中可知，γ和犕 是要求解的参数。在

满足逼近误差的情况下，为了使级联滤波器的级数

最小，先求解级数犕，然后求解使误差最小的γ。

在区间［－１．５ωｃ，１．５ωｃ］上，犌（ｊω）展开为有限

项泰勒级数。将（６）式中的犪２ω
２替换为狓，则展开区间

变为狓∈ ［０，２．２５犪
２
ω
２
ｃ］。又由于犪

２
ω
２
ｃ ＝１，所以狓∈

［０，２．２５］。在狓＝０处，将函数犵（狓）＝ｅｘｐ（－狓）展开

为泰勒级数，即

犵（狓）＝犜犖（狓）＋犈犖（狓）， （１９）

式中

犜犖（狓）＝１＋（－狓）＋
１

２！
（－狓）

２
＋…＋

１

犖！
（－狓）

犖
＝

１ １＋狓＋
１

２！
狓２＋…＋

１

犖！
狓（ ）犖 ， （２０）

而犈犖（狓）为误差项。为了评估逼近误差，定义最小

平方误差为

ε（狓）＝∫
２．２５

０

［犵（狓）－犜犖（狓）］
２ｄ狓． （２１）

通过数值计算，高斯函数展开为不同项数泰勒级数

的误差如图１所示。

图１ 高斯函数的不同项数泰勒级数展开式的对数误差

Ｆｉｇ．１ ＬｏｇａｒｉｔｈｍｏｆｔｈｅｅｒｒｏｒｆｏｒｖａｒｉｏｕｓＧａｕｓｓｉａｎ

ｆｕｎｃｔｉｏｎ′ｓｔｅｒｍｓｓｅｒｉｅｓＴａｙｌｏｒｅｘｐａｎｓｉｏｎ

当泰勒级数的项数与级联滤波器的级数相等，

即犖＝犕 时，级联滤波器的级数最少，此时有

犌（ｊω）≈１ １＋（犪
２
ω
２）＋

１

２！
（犪２ω

２）２＋…［ ＋

　　　　
１

犖！
（犪２ω

２）］犖 ≈ １

１＋γ（ω／ωｃ）（ ）２
犖

．（２２）

　　为求解系数γ，定义最小化目标函数为最小平

方误差函数［１６］：

犈（γ）＝∫

１．５ωｃ

－１．５ωｃ

ｅｘｐ（－犪
２
ω
２）｛ －

１＋γ（ω／ωｃ）［ ］２ － ｝犖 ２ｄω． （２３）

为使目标函数最小，对（２３）式求γ的一阶导数和二

阶导数，令一阶导数为０且二阶导数大于或等于０，

即

ｄ犈（γ）

ｄγ
＝０， （２４）

ｄ２犈（γ）

ｄγ
２ ≥０， （２５）

同时满足（２４）和（２５）式的γ可使目标函数（２３）式取

局部最小或严格局部最小［１７］。针对不同级数犕 用

无约束最优化ＤＦＰ算法
［１８］求得的γ值和级联逼近

误差如表１所示。从表１可看出级联逼近误差都小

于１０－３，且逼近误差随着级联级数的增加而减小，

因此级联逼近的方法完全可行。

让巴特沃斯滤波器逼近的高斯滤波器的幅度响

应等于１／槡２，即

１

１＋γ（′ω３ｄＢ／ωｃ）［ ］２
犕

＝
１

槡２
． （２６）

由此得到新的３ｄＢ频率 ′ω３ｄＢ的解析表达式为

′ω３ｄＢ＝ωｃ
２１
／（２犕）

－１

槡 γ
． （２７）

０４０１００１３
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结合（１４），（１６）和（２７）式可知由级联巴特沃斯滤波

器逼近后的高斯滤波器的３ｄＢ频率 ′ω３ｄＢ与大气湍

流的物理参数（包括折射率结构常数和湍流外尺度）

和传输路径长度密切相关。通过这三个公式将这些

参数结合到所提出的模型中。由此，经过逼近后的

实际高斯滤波器的时间域响应给出的高斯脉冲的半

峰全宽变为

τ２ ＝ 犜２０＋２ｌｎ２／ω′
２
３槡 ｄＢ． （２８）

表１ 用级联巴特沃斯滤波器逼近理想高斯滤波器的幅度

响应产生的误差

Ｔａｂｌｅ１ ＡｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎｅｒｒｏｒｆｏｒｉｄｅａｌＧａｕｓｓｉａｎｆｉｌｔｅｒ′ｓ

ｍａｇｎｉｔｕｄｅｒｅｓｐｏｎｓｅｕｓｉｎｇｃａｓｃａｄｉｎｇＢｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈｆｉｌｔｅｒｓ

犕 γ
Ｂｕｔｔｅｒｗｏｒｔｈａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒ／１０－４

５ ０．２４０２ １３

６ ０．１９５２ ９．９６８９

７ ０．１６３８ ７．６８１５

８ ０．１４０９ ５．９５０２

９ ０．１２３６ ４．７５３９

１０ ０．１１０１ ３．９２５２

１１ ０．０９９２ ３．２３７０

１２ ０．０９０３ ２．７６５９

１３ ０．０８２８ ２．３１２５

１４ ０．０７６５ ２．０２３７

１５ ０．０７１１ １．８０２６

　　为了便于对比，定义本文逼近的高斯滤波器产

生的脉冲半峰全宽τ２ 和文献［５］中得到的脉冲半峰

全宽犜２ 之间的误差为

犈＝
τ２－犜２
犜２

． （２９）

文献［２］中定义的理论脉冲宽度的标准差为

σ犜
２
＝犜２／２＝ 犜２０／４＋２槡 α． （３０）

因此由（２８）式产生脉冲宽度的标准差可以类似地定

义为

στ２ ＝τ２／２． （３１）

３　数值结果

为了便于对比，进行数值仿真时在弱湍流起伏

情况中使用和文献［５］相同的仿真参数，而在中等起

伏到强起伏的情况中使用和文献［９］相同的仿真

参数。

图２给出了脉冲的百分比展宽量（τ２－犜０）／犜０。

在每个图中都仿真了三种不同的弱湍流强度（σ
２
１ ＝

０．２，σ
２
１ ＝０．５，σ

２
１ ＝０．８）。选择参数犖 ＝１０，γ＝

０．１１０１作为仿真时模型的级联数和调整系数。

图２（ａ）中三条曲线有不同的物理参数，而且对应模

型的截止频率由（１６）式给出，分别为１．０６４×１０１４，

６．７３×１０１３，５．３２×１０１３ｒａｄ／ｓ。图２（ｂ）中曲线对应

的模型截止频率分别为２．１８６×１０１３，１．１３８４×

１０１３，１．０９４×１０１３ｒａｄ／ｓ。从图中可以看出本文的模

型得到的脉冲展宽和文献［５］中得到的脉冲展宽非

常接近，因此模型在弱起伏区是有效的。

图２ 湍流弱起伏区中脉冲百分比展宽随初始脉冲半峰全宽的变化曲线。（ａ）λ＝１．５５μｍ，犙０＝２．４７×１０
－４；

（ｂ）λ＝０．５３μｍ，犙０＝４．２２×１０
－７

Ｆｉｇ．２ Ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｂｒｏａｄｅｎｉｎｇｖｅｒｓｕｓｉｎｉｔｉａｌｈａｌｆｐｕｌｓｅｗｉｄｔｈｉｎｗｅａｋｔｕｒｂｕｌｅｎｃｅｒｅｇｉｍｅ．（ａ）λ＝１．５５μｍ，

犙０＝２．４７×１０
－４；（ｂ）λ＝０．５３μｍ，犙０＝４．２２×１０

－７

　　为了进一步验证本文所提出模型的有效性，比

较由（１２）式给出的时间展宽和由（２８）式给出的时间

展宽，同时利用（２９）式来评估误差。该对比仿真中

所用的所有物理参数都在表２中列出。模型产生的

误差曲线如图３所示。从图３可知，模型产生的相

对误差较小，而且随着巴特沃斯滤波器级联数目的

增加误差会进一步减小。针对犜０＝１００ｆｓ和犜０＝

２０ｆｓ这两种情况，对比τ２ 和犜２ 的误差曲线如图４

０４０１００１４
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所示。从图４可以看出本文模型所模拟的脉冲展宽

与文献［５］中给出的脉冲展宽非常接近，而且随着级

联级数的增加越来越接近，模型产生的误差越来

越小。

表２ 用（１２）和（２８）式计算脉冲展宽时用到的物理参数

Ｔａｂｌｅ２ ＰｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｐｕｌｓｅｂｒｏａｄｅｎｉｎｇｕｓｉｎｇＥｑ．（１２）ａｎｄＥｑ．（２８）

犜０／ｆｓ λ／μｍ 犆２ｎ／ｍ
－２／３ 犔／ｋｍ σ

２
１ 犙０ ω０／（ｒａｄ／ｓ）

２０ １．５５ ２．０×１０－１８ １００ ０．２ ２．４７×１０－４ １．２×１０１５

１００ ０．５３ １．７×１０－１４ ０．５ ０．３３ ４．２２×１０－７ ３．６×１０１５

图３ 由（１２）和（２８）式产生的时间展宽量之间的误差

Ｆｉｇ．３ Ｅｒｒｏｒｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｔｅｍｐｏｒａｌｂｒｏａｄｅｎｉｎｇ

ｕｓｉｎｇＥｑ．（１２）ａｎｄＥｑ．（２８）

图４ 犜０＝１００ｆｓ和犜０＝２０ｆｓ时由（１２）和（２８）式

产生的百分比展宽量

Ｆｉｇ．４ ＢｒｏａｄｅｎｉｎｇｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｙｉｅｌｄｅｄｂｙＥｑ．（２８）ａｎｄ

Ｅｑ．（１２）ｆｏｒ犜０＝１００ｆｓａｎｄ犜０＝２０ｆｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

　　为了验证模型在中等起伏到强起伏区域的有效

性，对比了（２８）式和（１２）式产生的结果，同时还对比

了（３０）式和（２８）式产生的结果，对比结果如图５所

示。从图５中可以明显的看出τ２曲线和犜２曲线非常

接近，且στ２ 曲线和σ犜２ 曲线也非常接近，可见τ２ 与

犜２之间的误差和στ２ 与σ犜２ 之间的误差都非常小。该

结果与文献［８］中的结果非常一致，因此模型在中等

起伏到强起伏区也是有效的。

图５ 弱起伏到中等起伏再到强起伏区中由（１２），（２８）式

和（３０），（３１）式得到的百分比展宽量

Ｆｉｇ．５ Ｂｒｏａｄｅｎｉｎｇ ｐｅｒｃｅｎｔａｇｅｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ Ｅｑ．（１２），

Ｅｑ．（２８），Ｅｑ．（３０）ａｎｄＥｑ．（３１）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙｉｎ

　　　　ｗｅａｋｍｏｄｅｒａｔｅｓｔｒｏｎｇｒｅｇｉｍｅ

４　结　　论

提出了基于逼近高斯滤波器理论来仿真超短高

斯脉冲通过弱起伏到中等起伏再到强起伏区的时间

域展宽行为。将高斯脉冲的展宽与逼近滤波器的

３ｄＢ频率点 ′ω３ｄＢ结合起来，同时又将该频率点与大

气湍流的物理参数和传播几何路径长度联系在一

起，从而将高斯脉冲的展宽与所通过的湍流环境参

数相结合得到了模拟高斯脉冲展宽的解析表达式。

通过数值结果对比可知模型在弱起伏到中等起伏再

到强起伏区都产生很小的误差，因此该模型对于仿

真超短高斯激光脉冲在大气湍流中的传输是很有

效的。
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