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非绝热消除条件下输出边频量子关联

王　飞　肖　明
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摘要　考虑了双模腔内含有犖 个三能级Ｖ型原子的系综与两个量子化场之间的相互作用。在非绝热消除原子变

量的条件下，分析了两个初始为相干态的输入场从腔内输出后的量子关联性质。结果表明在恰当的条件下，在中

心频率处可以获得量子纠缠，但随合作参数的增加，中心频率处的纠缠变小甚至消失。与此同时，在高频区间则产

生了一对边频量子纠缠。这是由于合作参数增加引起的真空拉比分裂导致了高频处获得量子关联。此外，通过调

节量子化场的强度以及原子和场的反对称失谐，还可获得两对边频量子纠缠。这对边频量子关联的研究具有十分

重要的价值。
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１　引　　言

量子关联是量子光学中的一个重要课题，特别

是量子纠缠作为一种非经典量子关联，在量子信息

理论［１～４］中有重要的应用价值受到了特别的关注。

近年来，连续体变量（ＣＶ）纠缠，由于其在量子信息

科学［１］中的优势，在理论和实验研究［５～１０］中都引起

了人们极大的兴趣。迄今为止，人们已经提出了许

多机制来产生ＣＶ纠缠，其中最典型的方案是参量

下转换过程［１１～１３］。随后，基于关联自发辐射激光的

多种方案被提出可作为一个纠缠放大器［１４～１７］。在

这些方案中，根据修饰态分析，产生量子纠缠的本质

原因是双光子跃迁过程。相干控制的双光子过程导

致了所需的量子关联。通过绝热消除掉原子变量，

可以获得一个类似参量转换过程的哈密顿量，因此

二者在本质特征上是一致的。除此以外，多波混频

过程［１８，１９］，单原子激光［１６～１８］也被建议用来获得量子

纠缠。Ｚｈｏｕ等
［２０］根据单原子激光可作为纠缠放大

器的机制，研究了单个四能级原子在双模腔中与场

相互作用的系统。在他们的研究中，通过绝热消除

原子变量，经过一定的变换过程也可以获得一个类

１２２７００１１
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似于参数相互作用的有效哈密顿量，导致输出宏观

纠缠光。

在上述系统中，原子的衰减速率大于甚至是远

大于场的衰减速率，因而原子系统可以很快达到稳

态。基于标准的线性激光理论，通过绝热消除原子

变量，可以获得有效哈密顿量，从而产生所需的量子

关联。但当原子的衰减速率和场的衰减速率可比

时，绝热消除的方法就不再适用，此时原子不再首先

达到稳态，必须要考虑非绝热效应。事实上，非绝热

效应的量子起伏理论已发展多年［２１］，基于非绝热消

除的量子起伏理论，量子场与原子相互作用的高频

起伏关联［２２，２３］、腔内输出场的压缩和纠缠得到了广

泛的研究［２３～２５］。最近，在非绝热近似条件下，

ＢａｒｂｅｒｉｓＢｌｏｓｔｅｉｎ等
［２４，２５］研究了双模腔内含有犖 个

相同的三能级Λ型原子时输出场的量子关联。如

果两个输入场初始处于相干态，在全共振或者双光

子共振的条件下，两个输出场之间不存在量子关联。

然而，Ｄａｎｔａｎ等
［２６］随后指出，当这个系统接近暗态

共振时，两个场之间可以产生很强的压缩和纠缠。

他们的研究结果表明，在中心频率处，即零频处，其

纠缠最大；但随频率增加，纠缠会慢慢消失，因此在

这个系统中难以获得边频量子关联，但在某些情况

中，高频量子关联的研究也具有十分重要的价值和

意义［２２，２３］。基于这个原因，本文希望能获得输出场

的边频量子纠缠。

本文在非绝热近似条件下，研究了将一个Ｖ型

原子集合置于一个双模腔中，初始输入为相干场的

两个量子场与原子系综相互作用后从腔内输出后的

量子关联性质。利用输入输出理论，通过计算腔内

场的量子关联谱得到输出场的量子关联谱。结果表

明当合作参数很小时纠缠仍然出现在零频附近，这

点与文献［２６］的结论一致。但当合作参数增加时，

零频处的量子关联会降低并最终消失。同时注意到

一个有意义的现象，在高频处可以获得一对边频量

子关联，这是由于真空拉比分裂导致边频获得纠缠。

此外，通过调节场的强度和原子与场的失谐，甚至还

可以获得两对边频纠缠。这对于高频量子关联的研

究具有一定的价值。需要强调的是，在调节系统时，

应注意保持系统的稳定性，否则结论没有意义。

２　模型和方程

考虑一个包含有犖 个相同的三能级Ｖ型原子

的系综放置于双模腔内的系统。ω１０ 和ω２０ 分别表示

从两个激发态 １〉和 ２〉跃迁到基态 ０〉的原子跃迁

频率。频率为ν１ 和ν２ 的双色量子场分别与跃迁

１〉→ ０〉和 ２〉→ ０〉相互耦合，耦合常数为犵１ 和

犵２。犪犼，犪

犼（犼＝１，２）表征双模场的湮没和产生算符。

在适当的旋转框架和旋转波近似下，系统的哈密顿

量为

犎 ＝犎０＋犎Ｉ， （１）

式中

犎０ ＝∑
犖

犾＝１

（珔犺Δ１σ
犾
１１＋珔犺Δ２σ

犾
２２）＋犎．犮．， （２）

犎Ｉ＝∑
犖

犾＝１

（珔犺犵１α１σ
犾
１０＋珔犺犵２α２σ

犾
２０）＋犎．犮．， （３）

其中引入失谐量分别为Δ１＝ω１０－ν１，Δ２＝ω２０－ν２。

算符σ
犾
犻犼 ＝ 犻〉〈犼

犾（犻，犼＝０，１，２），当犻＝犼时表示投

影算符，当犻≠犼时表示自旋反转算符。根据哈密顿

量，可以得到原子和双模场的约化密度算符ρ的主

方程为


ρ＝－

ｉ

珔犺
［犎，ρ］＋犔α犻ρ＋犔犻０ρ， （４）

式中

犔α犻ρ＝
κ犻
２
（２α犻ρα


犻－ρα


犻α犻－α


犻α犻ρ），　犻＝１，２ （５）

犔犻０ρ＝∑
犖

犾＝１

γ犻
２
（２σ

犾
０犻ρσ

犾
犻０－ρσ

犾
犻０σ
犾
０犻－σ

犾
犻０σ
犾
０犻ρ），　犻＝１，２

（６）

式中κ犻 为腔模的衰变速率，γ犻 为原子的衰变速率，

则可得到原子和场算符的海森伯 朗之万方程组为

α犻 ＝－
κ犼
２
α犻－ｉ犵犻犞犻＋ κ槡犻α

ｉｎ
犻，　犻＝１，２

犞１ ＝－χ１０犞１－ｉ犵１α

１（犣１－犣０）－ｉ犵２α


２犞


３＋犉犞

１

犞２ ＝－χ２０犞２－ｉ犵２α

２（犣２－犣０）－ｉ犵１α


１犞


３＋犉犞

２

犞３ ＝－χ２１犞３－ｉ犵１α１犞２＋ｉ犵２α

２犞


１＋犉犞

３

犣２ ＝－γ２犣２－ｉ犵２α２犞２＋ｉ犵２α

２犞


２＋犉犣

２

犣１ ＝－γ１犣１－ｉ犵１α１犞１＋ｉ犵１α

１犞


１＋犉犣

１

，

（７）

式中犣犻＝∑
犖

犾＝１
σ
犾
犻犻（犻＝１，２），犞犻＝∑

犖

犾＝１
σ
犾
犻０（犻＝１，

２），犞３＝∑
犖

犾＝１
σ
犾
２１为集合算符，表征与第犾个原子相

联系的单个原子算符σ
犾
犻犼 的总和。参数

χ１０ ＝
γ１
２
－ｉΔ（ ）１ ，　χ２０ ＝ γ２

２
－ｉΔ（ ）２ ，

χ２１ ＝
１

２
（γ１＋γ２）＋ｉ（Δ１－Δ２［ ］） ．

算符犪ｉｎ犻 为输入腔场，犉狓 为每个原子的朗之万算符

求和后的集合朗之万噪声算符。假定它们满足δ关

１２２７００１２



王　飞等：　非绝热消除条件下输出边频量子关联

联，即〈Ｆ狓（狋）〉＝０，〈犉狓（狋）犉狔（狋′）〉＝犇狓狔δ（狋－狋′）。狓

和狔是噪声算符的下标。利用输入输出理论将腔外

场与腔内场联系起来。每个腔内模以其集合模与输

出场相互作用。这意味着两个场具有不同极化率或

它们具有很大的频率差。输入和输出场由下式相互

联系：

犪ｉｎ犻 ＋犪
ｏｕｔ
犻 ＝ κ槡犻犪犻． （８）

　　利用广义爱因斯坦关系可获得原子的扩散系数

犇狓狔。为了求解这个系统，将（７）式转化为一系列犮

数随机微分方程［２７］。选择正常序为

α

２ ，α


１ ，υ２，υ１，υ３，狕２，狕１，υ


３ ，υ


１ ，υ


２ ，α１，α２． （９）

　　犮数和算符之间的对应关系定义为α犻 →犪犻，

狕犻→犣犻（犻＝１，２），υ犼→犞犼（犼＝１，２，３）。犮数变量的非

零扩散系数犇狓狔 为

犇υ１υ１ ＝－２ｉ犵１α

１υ１

犇υ１υ２ ＝－ｉ犵１α

１υ２－ｉ犵２α


２υ１

犇υ１υ３ ＝ｉ犵１α

１υ３－ｉ犵２α


２ （狕１－狕２）

犇υ１狕２ ＝－ｉ犵２α

２υ


３

犇υ１狕１ ＝ｉ犵２α

２υ


３

犇υ２υ２ ＝－２ｉ犵２α

２υ２

犇υ２υ３ ＝－ｉ犵２α

２υ３

犇υ３狕１ ＝γ１υ３＋ｉ犵２α

２υ


１ －ｉ犵１α１υ２

犇υ３υ

３
＝ （γ１＋γ２）狕２

犇狕
１
狕
１
＝２γ１狕１

犇狕
２
狕
２
＝２γ２狕

烅

烄

烆 ２

． （１０）

　　应该注意到正常序的扩散系数满足对称关系：

犇狓狔 ＝犇狔狓。这里考虑两个输入场的初始条件为相干

态。写作 κ槡犻 ＝ κ槡犻〈犪
ｉｎ
犻〉＋犳α犻，则场的扩散系数除

〈犳α犻犳

α
犼
〉＝κ犻δ犻犼 以外，其余均为０。

为了研究该系统的关联性质，采用在文献［２８］

中提到的方法，通过线性化微分方程组，相应的起伏

微分方程可以写成矩阵形式

ｄ

ｄ狋
δ犕 ＝犅δ犕 ＋犉， （１１）

其中列向量δ犕
Ｔ 和犉Ｔ 由以下给出

δ犕
Ｔ
＝（δα２ ，δα


１ ，δυ２，δυ１，δυ３，δ狕２，δ狕１，δυ


３ ，

δυ

１ ，δυ


２ ，δα１，δα２）

Ｔ，

犉Ｔ ＝（犳α２ ，犳α

１
，犳狏

２
，犳狏

１
，狏
３
，犳狕

２
，犳狕

１
，犳狏

３
，犳狏

１
，

犳狏
２
，犳α１，犳α２）

Ｔ，

　　通过将犮数表象中的系统动力学方程展开到一

阶δ犕，可以获得矩阵犅。犮数的静态关联谱，犛犻犼（ω）＝

∫
∞

－∞
ｄτｅｘｐ（ｉωτ）〈犕犻（狋）犕犼（狋＋τ）〉，可写为

［２９］

〈δ犕犻（ω）δ犕

犼 （ω′）〉＝犛犻犼（ω）δ（ω＋ω′），（１２）

矩阵元犛犻犼（ω）可从根据下面的简单公式得到

犛（ω）＝ （犅＋ｉω犐）－
１犇（犅Ｔ－ｉω犐）－

１， （１３）

式中扩散矩阵犇δ（ω＋ω′）＝〈犉犉
Ｔ〉，犐是一个１２×

１２的单位矩阵。

３　输出场的量子关联

在这里，使用一对类 ＥｉｎｓｔｅｉｎＰｏｄｏｌｓｋｙＲｏｓｅｎ

（ＥＰＲ）算符狌ｏｕｔ＝犡１ｏｕｔ＋犡２ｏｕｔ和狏ｏｕｔ＝犘１ｏｕｔ－犘２ｏｕｔ来

研究输出场的关联，如果方差和犞 满足以下不等

式［３０，３１］

犞 ＝ 〈（δ狌ｏｕｔ）
２〉＋〈（δ狏ｏｕｔ）

２〉＜２， （１４）

则这两个模是纠缠的，其中犡犼ｏｕｔ ＝ （α犼ｏｕｔ＋α

犼ｏｕｔ）／

槡２，犘犼ｏｕｔ＝ （α犼ｏｕｔ－α

犼ｏｕｔ）／槡２ｉ（犼＝１，２）。把犡犼和犘犼

代入犞 的表达式，可以得到方差的表达式

〈（δ狌ｏｕｔ）
２〉＝ 〈［δ犡１ｏｕｔ（ω）＋δ犡２ｏｕｔ（ω）］［δ犡１ｏｕｔ（ω′）＋δ犡２ｏｕｔ（ω′）］〉δ（ω＋ω′）， （１５）

〈（δ狏ｏｕｔ）
２〉＝ 〈［δ犘１ｏｕｔ（ω）－δ犘２ｏｕｔ（ω）］［δ犘１ｏｕｔ（ω′）－δ犘２ｏｕｔ（ω′）］〉δ（ω＋ω′）． （１６）

利用（７）和（８）式，可以得到

δα犼ｏｕｔ＝
１

κ槡犼

κ犼
２
＋ｉ（ ）ωδα（ω）－ｉ犵犼δυ［ ］犼 ，　犼＝１，２

（１７）

把上述方程代入两个类ＥＰＲ算符表达式中，可以得

到输出场的关联谱，它可以由矩阵犛（ω）的元素组合

起来表达。通过计算矩阵犅的特征值可以验证，只

有当系统是稳定的，结果才是有效的。如果所有这

些特征值为负，那么该系统是稳定的。

　　下面给出在这个原子 腔相互作用系统中获得

纠缠的数值计算结果。图１和图２为量子关联谱。

以下涉及到的参数都以衰减速率γ１ 为单位，为了讨

论问题的简单，取Ω１＝犵１〈α１〉，Ω２＝犵２〈α２〉且Ω１＝

Ω２ ＝Ω。在图１中选择γ２＝γ１，κ＝３γ１，Ω＝０．１γ１，

Δ１ ＝Δ２ ＝０，合作参数犆＝犵
２犖／γκ。在图２中取

犆＝１０００，图２（ａ）中，Ω ＝０．２３γ１，Δ１ ＝Δ２ ＝０；

图２（ｂ）中Ω＝γ１，Δ１ ＝－Δ２ ＝２．５γ１；图２（ｃ）中

Ω＝２γ１，Δ１＝－Δ２＝１０γ１；图２（ｄ）中Ω＝４γ１，

１２２７００１３
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图１ 当γ２＝γ１，κ＝３γ１，Ω＝０．１γ１，Δ１＝Δ２＝０时输出场的量子关联谱

Ｆｉｇ．１ Ｑｕａｎｔｕｍｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｐｅｃｔｒａｏｆｏｕｔｐｕｔｆｉｅｌｄｓｗｈｅｎγ２＝γ１，κ＝３γ１，Ω＝０．１γ１，Δ１＝Δ２＝０

图２ 当γ２＝γ１，κ＝３γ１，犆＝１０００时的输出场的量子关联谱

Ｆｉｇ．２ Ｑｕａｎｔｕｍｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｏｕｔｐｕｔｆｉｅｌｄｓｗｈｅｎγ２＝γ１，κ＝３γ１，犆＝１０００

Δ１ ＝－Δ２ ＝２０γ１；其他参数的值与图１相同。在

下面的讨论中，将呈现该系统中获得纠缠的主要特

征和相应的机制：

１）在弱耦合情形下，通过调节合作参数，零频

处或一对边频处可以获得量子纠缠。如图１所示，

考虑弱耦合的情况，当犆分别为０．３，３，３０，３００时，

耦合常数犵＝０．００３γ１；宏观原子数犖 分别为１０
５，

１０６，１０７，１０８，拉比频率Ω１＝Ω２＝０．１，两个场与原子

跃迁频率共振，Δ１＝Δ２＝０。当合作参数很小时，犆＝

０．３，在零频处和方差的最小值犞ｍｉｎ ＝１．８９＜２。因

此，当系统处于单光子和双光子共振时可以在零频

处获得纠缠。从图１（ａ）中可以看出，随频率的增

加，和方差的值也相应地增加，这意味着在双光子失

谐条件下，纠缠会减小甚至消失。通过数值计算激

发态布居我们注意到，在满足单光子和双光子共振

的条件下，激发态上的布居虽然很小但不为零。在

双光子失谐条件下，激发态的布居接近为零。在前

一种情形中，系统接近于暗态共振，因此可以获得纠

缠，但在后一种情形中，暗共振条件被破坏，纠缠也

被破坏。这个系统中获得纠缠的条件与文献［２４］和

［２５］中的三能级Λ系统的条件不同，在Λ系统中，

当原子与双模场满足双光子共振时，初始处于相干

态的两个输入场与原子系综相互作用后，两个输出

场之间不存在量子关联。强纠缠和压缩只有在系统

不满足双光子共振的条件下才可以获得［２６］。事实

上，这是由于在这两个系统中原子相干效应引起的

相干布居捕获的条件不同而引起的差异。在 Λ系

统中，在双光子共振条件下，激发态布居为零，原子

完全囚禁在基态上。但在Ｖ型系统中，虽然有一个

激发态与系统退耦合处于空态，但是另一个激发态

会参与相互作用，从而使得激发态布居不为零。因

此二者获得纠缠的条件不尽相同。但本质上，两个

系统中获得纠缠都是由于暗态共振效应。此外，在

图１（ｂ），（ｃ），（ｄ）中，合作参数犆从０．３增加至３００，

当犆＝３时，如图１（ｂ）所示，从零频处到边频处都得

到了量子纠缠，但零频处和方差的值增加，边频处和

方差的值增加，出现了一对边频纠缠，进一步增加合

作参数到３０［图１（ｃ）］，３００［图１（ｄ）］，中心频率处

和方差的值进一步减小，甚至可以达到２，这意味着

中心频率处不再有纠缠，但边频处仍然可以获得量

子纠缠。两个边频之间的频率间隔随合作参数的增

加而增加，两个边频的频率宽度也相应变窄。这是

１２２７００１４
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由于随合作参数的增加，腔内的真空拉比分裂现象

导致了零频处的量子纠缠现象出现在高边频处。这

种分裂现象在文献［３２，３３］中已得到了证明，当在单

模腔内放置犖 个二能级原子时，合作参数的增加会

导致出现真空拉比分裂。

２）在强耦合情况下，通过调节拉比频率强度和

反对称失谐，可以获得两对边频纠缠。如图２（ａ）所

示，取合作参数犆＝１０００，耦合常数犵＝０．３，原子

数犖＝１０
５，图２（ａ）中通过增加拉比频率的值Ω＝

０．２３γ１，出现了边频量子纠缠，其和方差的最小值

犞ｍｉｎ＝１．６８＜２，满足纠缠判据的不等式。相对于

图１，其和方差的最小值减小。因此通过恰当地增

加拉比频率，可以获得更好的边频纠缠，但在中心频

率处，纠缠完全消失，这是由于更大的合作参数导致

更强的真空拉比分裂。同时，由于增加了拉比频率

的强度，使得激发态上的布居数进一步增加，导致获

得更好的纠缠。如果进一步增加拉比频率强度，系

统将会变得不稳定，因此不再获得很好的纠缠。为

了保证系统处于稳定状态，需要合理地调节场与原

子跃迁频率之间的失谐，如图２（ｂ）所示，取Ω＝γ１，

Δ１ ＝－Δ２ ＝２．５γ１，从图２中可以看出 ，此时可以

获得两对边频量子纠缠。这是由于反对称失谐的引

入导致出现另外一对边频纠缠，此时内边频的量子

纠缠比外边频的量子纠缠要好。进一步增加场的强

度以及原子与场的失谐，如图２（ｃ）所示，可以看到

两对边频的频率间隔增加，同时和方差的值增加，因

此纠缠变差。但注意到另外一个现象，即内边频纠

缠随失谐的增加而变差，而外边频纠缠则变好。这

是由于失谐增加引起的激发态布居变化导致了这种

现象。继续增加拉比频率的值Ω＝４γ１，Δ１＝－Δ２＝

２０γ１，如图２（ｄ）所示，仍然会出现两对边频纠缠，此

时内边频和方差的值比外边频和方差的值要大，这

是由于继续增加失谐，系统以色散相互作用为主，从

而使得外边频纠缠要好于内边频纠缠。综上所述，

在这个系统中，边频纠缠也可以出现在强耦合情形

中。通过恰当的调节失谐保持系统的稳定性，在反

对称的情况下Δ１＝－Δ２，系统在暗共振相互作用和

原子相干的共同影响下导致了边频纠缠的产生。

４　结　　论

研究了双模腔中三能级 Ｖ型原子系综与两个

量子场相互作用的模型。在非绝热近似条件下，利

用输入输出理论，分析了初始状态为相干场的两个

输出场之间的量子关联性质。当系统满足双光子共

振条件时，真空拉比分裂导致高频处获得一对边频

量子纠缠。此外，通过调节拉比频率和反对称失谐

的值，还可以获得两对边频量子纠缠，这本质上是真

空拉比分裂和色散共同作用的结果。这项工作可以

为理论和实验上研究高频量子纠缠提供参考价值。
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