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用于相机标定的球靶标投影误差分析与校正
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摘要　由于球体具有轮廓连续性好等优点，在摄像机标定，尤其是多相机标定方面获得了广泛的应用。利用球作

为标定靶标可以弥补平面靶标在多相机标定中出现视角过大时畸变太大甚至于观测不到的不足，但是空间球经透

视投影后成像一般并非标准圆，而是一个椭圆。椭圆几何中心与球心真实成像中心并不一致，从而影响了标定精

度。造成球心成像误差的因素主要有两个，即球的相对大小及相对于相机的位置。通过分析空间球成像模型，仿

真研究了各因素对球心成像误差影响的大小，寻找球心的透视投影像点与其成像椭圆几何中心之间的误差变化规

律，并建立了两者之间的误差校正模型，最后通过实验验证了该校正模型的可行性和有效性。通过校正，球心投影

像点定位精度可达到亚像素级。
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１　引　　言

基于计算机视觉技术的非接触式三维测量技术

在工业领域得到了越来越广泛的应用，实现三维测

量最基础也是最重要的部分是摄像机的标定。目前

摄像机标定按标定物可分为基于０维靶标（摄像机

自标定）［１～４］、基于一维靶标［５，６］、基于二维靶标

１２１５００１１
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的［７～９］以及基于三维靶标［１０］的标定。其中球体由

于外轮廓连续性好等优点，在摄像机标定，尤其是多

相机系统标定中获得了广泛的应用［１１～１３］。相机从

不同的方位拍摄空间球时，在像平面上得到的图像

一般并不是一个标准的圆，而是一个椭圆［１４，１５］。椭

圆的几何中心与球心的透视投影像点并不重合，两

者之间的偏差称为球心成像畸变误差，它对利用球

外轮廓以及球心位置进行相机标定带来了一定的影

响。目前利用球体进行标定的研究技术中［１１～１３］并

没有非常有效的措施来校正该偏差。本文从空间球

透视成像模型出发，通过数据仿真分析了球心的透

视投影像点与其成像后椭圆几何中心之间的误差变

化规律，并建立了两者之间的误差校正模型，最后通

过实验验证了该校正模型的可行性和有效性。通过

校正，球心投影像点定位精度可达到亚像素级。

２　空间球的成像模型

在理想的情况下，摄像机是针孔模型，空间球经

过透视成像后在像平面π上成像为椭圆犆
［１１］，如图

１所示。

图１ 球成像模型

Ｆｉｇ．１ Ｂａｌｌｉｍａｇｉｎｇｍｏｄｅｌ

设摄像机坐标系为犗犡ｃ犢ｃ犣ｃ，其中犗为光心，犣ｃ

轴与摄像机光轴重合。另外以光心犗和球心犗犼的连

线为犣轴，光心犗为原点建立圆球坐标系犗犡犢犣。设

球的半径为狉，球心犗犼到摄像机光心犗的距离为犣０。

可知球坐标系与摄像机坐标系只存在一个旋转。根

据射线跟踪，由犗出射的射线与球相切的点组成一

个圆，即轮廓生成元珚犆。这些射线与犗组成一个以犗

为顶点的正圆锥犙，在ＯＸＹＺ坐标系表示为

狓２＋狔
２
≈ （σ狕）

２，　σ＝
狉
犣０
，狕０ 狉 （１）

式中狉为球的半径，犣０ 为球心到摄像机光心的距离。

犙即可以表示为

犙＝

１ ０ ０

０ １ ０

０ ０ －σ

熿

燀

燄

燅２

， （２）

圆锥面上的点犡满足

珚犡Ｔ犙珚犡 ＝０， （３）

　　图像平面π与圆锥面的交线一般并不是标准

圆，而是一个椭圆，设为犆，不失一般性，设椭圆方程

为

犪狓２＋犫狓狔＋犮狔
２
＋犱狓＋犲狔＝犳， （４）

满足

狓Ｔ犆狓＝０， （５）

式中

犆＝

犪 犫／２ 犱／２

犫／２ 犮 犲／２

犱／２ 犲／２

熿

燀

燄

燅犳

． （６）

　　椭圆的几何中心坐标珘狅犼为

珘狅犼 ＝
２犮犱－犫犲

犫２－４犪犮
， ２犪犲－犫犱
犫２－４（ ）犪犮

． （７）

　　根据透视成像原理：

狓＝犓犚珚犡， （８）

则

珚犡＝犚
－１犓－１狓． （９）

把（９）式代入（３）式得

狓Ｔ犓－Ｔ犚－Ｔ犙犚
－１犓－１狓＝０． （１０）

由（５）式、（１０）式得

犽１犆＝犓
－Ｔ犚－Ｔ犙犚

－１犓－１． （１１）

　 　 球 心 在 球 坐 标 系 中 的 矢 径 为 犗犼 ＝

［０ ０ 犣０］
Ｔ，不考虑镜头畸变的影响，球心成像为

狅犼＝犓犚犗犼＝［狅犼１ 狅犼２ 狅犼３］
Ｔ，因此其像点坐标为珔狅犼

＝ （
狅犼１
狅犼３
， 狅犼２
狅犼３
）。只有当正圆锥犙的轴与像平面垂直

也即圆锥轴与摄像机光轴重合时，球外轮廓成像为

标准圆，此时圆心和球心的像重合。一般情况下球成

像为椭圆，椭圆几何中心珘ｏｊ与球心的像珔ｏｊ并不重

合，存在一定的偏差，称为球心成像畸变误差。在

目前使用球靶标对摄像机进行标定的研究中［１１～１３］，

并没有对该畸变进行校正，而是直接将椭圆几何中

心作为球心成像点，这在标定中引入了一定的误差。

通过建立正确有效的模型校正该畸变是提高摄像机

标定精度的一个重要方面。

３　球心成像畸变误差模型的建立

３．１　球心成像畸变误差影响因素仿真分析

由以上分析可得，对于一给定的摄像机（即相机

１２１５００１２
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内参犓确定）影响球心成像畸变误差的主要因素有

两个：１）球的相对大小，即σ＝
狉
犣０
；２）球心成像位

置，若球心成像位置确定，两坐标系之间的旋转矩阵

犚可以唯一确定。因此假定摄像机内参已知，设犓＝

犇狌 ０ 狌０

０ 犇狏 狏０

熿

燀

燄

燅０ ０ １

＝

３６００ ０ ６９５．５

０ ３６００ ５１９．５

熿

燀

燄

燅０ ０ １

，其 中（狌０，

狏０）表示相机主点坐标，单位为像素；犇狌、犇狏 分别表示

狌、狏轴方向上单位长度所包含的像素数目，单位为每

毫米的像素数。以图像分辨率为１３９２ｐｉｘｅｌ×

１０４０ｐｉｘｅｌ的图像为例，仿真分析球的相对大小和球

心成像位置对球心成像畸变的影响。仿真过程如下：

设球心在像平面上的理想坐标为珋狅犼，由此根据

ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ公式可以求出两坐标系之间的旋转矩

阵［１０］：

犚＝犐３×３＋（１－ｃｏｓθ）［ξ］
２
×＋［ξ］×ｓｉｎθ，

式中犐３×３为３阶单位矩阵，θ为两犣 轴间夹角，ξ为

与两坐标系犣 轴向量均垂直的单位矢量，［ξ］×为

由单位矢量ξ定义的反对称矩阵。

圆锥曲面犙由σ决定，当σ已知，即可由（１１）式

求得椭圆方程，进一步求出椭圆几何中心珘狅犼。比较

珔狅犼和珘狅犼之间的关系，寻找球心成像畸变规律。研究

不同因素对畸变的影响，可以通过取不同的狅犼 和σ

来实现。

３．１．１　球的相对大小对球心成像畸变的影响

设球心的理想成像点已知，为珋狅犼，摄像机坐标系

相对于球坐标系的旋转矩阵可以由Ｒｏｄｒｉｇｕｅｓ公式求

出。研究σ取不同值时球心成像点在狌、狏方向的偏

差，实际应用中σ的一般取值在［０．００５　０．０２］之间。

为了简单起见，取图像右下部分为分析对象，同时为

了更全面地研究球的相对大小对球心成像畸变的影

响，选取成像位置在整个右下区域内均匀分布的五个

点，图像坐标分别为 （７００　６００）、（７００　９５０）、

（１０００　６００）、（１０００　９５０）、（９００　８００），坐标单位为

像素。结果如图２所示。

可知σ的影响是比较小的，且随着取值增大误

差呈缓慢上升趋势。点越靠近图像边缘，偏差随σ

的变化越明显。当成像不在边缘时，偏差很小。

３．１．２　成像位置对球心成像畸变的影响

当半径与球心到光心距离的比值σ一定时，球

心成像在不同位置时球心像点偏离理想位置的仿真

图如图３所示（σ＝０．０２）。为了显示清楚，在图３中

只取距离图像中心各２００ｐｉｘｅｌ内的像素点。

图２σ对球心畸变的影响

Ｆｉｇ．２ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆσｏｎｂａｌｌｃｅｎｔｅｒ′ｓｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

图３ 成像位置对球心畸变的影响

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｉｍａｇｅｐｏｉｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎｏｎｂａｌｌ

ｃｅｎｔｅｒ′ｓｐｒｅｃｉｓｉｏｎ

图３中箭头的起始位置为球心像点理想位置，箭

头方向为畸变方向，箭头长度表示畸变大小，红色

‘＋’表示图像中心。可见，每一点椭圆几何中心都是

沿离开图像中心的方向偏离球心理想成像点且越往

图像边缘，偏离值越大。当图像中心确定后，各点的

偏差关于图像中心对称。中心线将图像分为左上、左

下、右上、右下四区域，由于具有对称性，只需要以１／４

图像作为研究对象。这里研究狌∈［６９５．５　１１９５．５］，

狏∈［５１９．５　９１９．５］的误差变化规律。图４（ａ）、（ｂ）分

别表示整幅图像狌、狏方向畸变误差，图４（ｃ）、（ｄ）分

别表示图３右下角图像狌、狏方向畸变误差。

３．２　球心成像误差畸变校正模型的建立

由以上分析可知，狌方向和狏方向的误差变化

受球心成像位置的影响远远大于受球相对大小的影

响，因此只考虑球心成像位置对球心畸变误差的影

响。由图４（ｃ）、（ｄ）可知，狌方向和狏方向的误差变

化为不规则曲面，采用二次曲面进行拟合。建立如

下球心成像误差模型
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图４ 成像位置对球心畸变的影响。（ａ）整幅图狌方向畸变误差；（ｂ）整幅图狏方向量畸变误差；

（ｃ）图３右上部分狌方向畸变误差；（ｄ）图３右上部分狏方向畸变误差

Ｆｉｇ．４ Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｉｍａｇｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｎｂａｌｌｃｅｎｔｅｒ′ｓｐｒｅｃｉｓｉｏｎ．（ａ）ＤｉｓｔｏｒｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆＦｉｇ．３ａｌｏｎｇ狌ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

ｅｒｒｏｒｏｆＦｉｇ．３ａｌｏｎｇ狏ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｅｒｒｏｒｏｆｒｉｇｈｔｕｐｐｏｒｔｉｏｎｏｆＦｉｇ．３ａｌｏｎｇ狌ｄｉｒｅｃｔｏｎ；（ｄ）ｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

　　　　　　　　　　　　　　　ｅｒｒｏｒｏｆｒｉｇｈｔｕｐｐｏｒｔｉｏｎｏｆＦｉｇ．３ａｌｏｎｇ狏ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

δ
狌
ｄ＝犪１δ

２
狌＋犪２ δ狌 δ狏 ＋犪３δ

２
狏＋犪４ δ狌 ＋犪５ δ狏 ＋犪６

δ
狏
ｄ＝犫１δ

２
狌＋犫２ δ狌 δ狏 ＋犫３δ

２
狏＋犫４ δ狌 ＋犫５ δ狏 ＋犫

烅
烄

烆 ６

， （１２）

式中δ狌 ＝狌ｄ－狌０，δ狏 ＝狏ｄ－狏０，δ
狌
ｄ＝狌－狌ｄ，δ

狏
ｄ＝狏－狏ｄ，（狌，狏）为球心成像理想坐标，（狌ｄ，狏ｄ）为椭圆几何

中心坐标，（狌０，狏０）为图像中心。（１２）式又可以改写为

δ
２
狌 δ狌δ狏 δ

２
狏 δ狌 δ狏［ ］１

犪１ 犫１

犪２ 犫２

犪３ 犫３

犪４ 犫４

犪５ 犫５

犪６ 犫

熿

燀

燄

燅６

＝ 狌－狌ｄ 狏－狏［ ］ｄ ． （１３）

图５ 校正效果。（ａ）狌方向畸变校正后的误差；（ｂ）狏方向畸变校正后的误差

Ｆｉｇ．５ Ｒｅｓｕｌｔｓａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ．（ａ）Ｅｒｒｏｒａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎａｌｏｎｇ狌ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｂ）ｅｒｒｏｒａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎａｌｏｎｇ狏ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　　可知至少需要６个已知球心成像理想点及成像

椭圆几何中心来求取误差校正系数｛犪犻｝、｛犫犻｝（犻＝

１，２，…，６）；若大于６个点，可用最小二乘法拟合校

正系数。计算出校正系数后，由成像椭圆几何中心

位置即可得出球心理想成像点。实际中点的选取需

要满足以下条件：１）大于或等于６个点；２）在１／４图

像区域内选取的点要尽量均匀，要兼顾区域边缘处

以及内部，这样求取的校正系数拟合出来的二次曲
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面才会更加趋近误差平面，达到更好的校正效果；３）

选取的点数越多，拟合的误差曲面越准确，校正效果

也越好；在实际操作时，可根据拍摄图像大小及标定

球的相对大小来选取合适的点数。

在１／４图像区域选取均布的１０个点，通过以上

步骤求取校正系数。把这些校正系数代入误差模

型，对椭圆几何中心进行校正，结果如图５所示。

可以看出校正后误差在１ｐｉｘｅｌ之内，校正效果

显著。当点位于图像其他位置时，由校正（１２）式求

得（δ
狌
ｄ，δ

狏
ｄ）后，由表１中的公式分别进行校正。

表１ 图像各部分的校正公式

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｆｏｒｍｕｌａｏｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐａｒｔｏｆｔｈｅｉｍａｇｅ

Ｕｐｐｅｒｌｅｆｔｕｐｒｅｇｉｏｎ Ｌｏｗｅｒｌｅｆｔｒｅｇｉｏｎ Ｕｐｐｅｒｒｉｇｈｔｒｅｇｉｏｎ Ｌｏｗｅｒｒｉｇｈｔｒｅｇｉｏｎ

狌＝狌ｄ－δ
狌
ｄ 狌＝狌ｄ－δ

狌
ｄ 狌＝狌ｄ＋δ

狌
ｄ 狌＝狌ｄ＋δ

狌
ｄ

狏＝狏ｄ－δ
狏
ｄ 狏＝狏ｄ＋δ

狏
ｄ 狏＝狏ｄ－δ

狏
ｄ 狏＝狏ｄ＋δ

狏
ｄ

４　实验及结果

４．１　球心投影像点畸变校正实验

本实验中摄像机采用德国ＡＶＴ 公司的Ｇｕｐｐｙ

Ｆ１４６Ｃ，其分辨率为１３９２ｐｉｘｅｌ×１０４０ｐｉｘｅｌ，像素单元

尺寸为４．６５μｍ×４．６５μｍ通过１３９４接口采集数据。

采用半径为２０ｍｍ、外径尺寸精度为±０．０５ｍｍ的球

作为空间球。球的定位由大型光学隔振平台ＬＳＸＰＴ

实现，其重复定位精度±０．０５ｍｍ。为了消除镜头畸

变等对球成像的影响，需要标定出相机镜头畸变系

数。实验过程如下：

１）在精密平台上布置一系列球，使得这些球的

像在像平面右下部分均匀分布；

２）根据相机透视成像模型
［８］，计算球心在ＣＣＤ

上的成像点作为理想点；

３）拍摄图像，镜头畸变校正后使用Ｃａｎｎｙ边缘

检测算子精确提取成像椭圆轮廓，利用最小二乘算

法拟合椭圆方程［１６］计算得到椭圆几何中心，即球心

像点的畸变点；

４）由实验过程２）得到的理想像点，与实验过程

３）得到的畸变点作为已知量，由最小二乘法求解超

定方程组（１３）式，得出最优误差校正系数｛犪犻｝、

｛犫犻｝（犻＝１，２，…，６），由此建立球心成像误差校正

模型；

５）在平台上任意放置球，由实验过程１）～４）步

骤得到畸变点和理想点，畸变点由实验过程５）中求

出的校正系数进行校正后，与理想点进行比较。

表２ 校正系数

Ｔａｂｌｅ２ Ｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

犪犻 －０．００００１８０ －０．００００６９ －０．００００２２６ ０．０２０３ ０．００８３ １．１０２２

犫犻 ０．０００００７９ －０．００００２３ ０．００００１６４ －０．００１２ ０．００６５ ０．９８４９

　　图７（ａ）表示镜头畸变校正前后的椭圆几何中

心，图７（ｂ）表示球心畸变校正前后的椭圆几何中

心。图７（ｃ）、（ｄ）分别表示校正前后的球心畸变误

差。如图７（ｂ）所示，球心畸变误差基本沿着偏离图

像中心的方向且离图像中心越远，畸变越大，和仿真

分析结果一致。将利用图６（ａ）求取的校正系数代

入校正模型（１２）式和表１对球心畸变点进行校正

后，球心投影定位误差稳定在１ｐｉｘｅｌ之内，有效地

提高了球心定位精度。

图６ 实验图像。（ａ）用于计算校正系数的图像；（ｂ）验证校正效果的图像

Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｉｍａｇｅｓ．（ａ）Ｉｍａｇｅｆｏｒｃａｌｃｕｌａｔｉｎｇｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ；（ｂ）ｉｍａｇｅｆｏｒｖｅｒｉｆｙｉｎｇｔｈｅｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔ
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图７ 实验结果。（ａ）镜头畸变校正前后的椭圆几何中心；（ｂ）球心畸变校正前后的椭圆几何中心；

（ｃ），（ｄ）分别为校正前后的球心畸变误差

Ｆｉｇ．７ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）Ｅｌｌｉｐｓｅｃｅｎｔｅｒｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃａｍｅｒａｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ；（ｂ）ｅｌｌｉｐｓｅｃｅｎｔｅｒｂｅｆｏｒｅ

ａｎｄａｆｔｅｒｂａｌｌｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ），（ｄ）ａｒｅｂａｌｌｃｅｎｔｅｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｅｒｒｏｒｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｔｉｖｅｌｙ

４．２　实验中球心空间定位误差对球心成像畸变校

正影响的分析

在球心投影像点畸变校正实验中，用于球心空

间定位的大型光学隔振平台有一定定位误差，且实

验所用球靶标并非标准球，有一定的加工误差，这些

因素均会引起球心空间定位误差。经测量球的外径

误差范围在±０．０５ｍｍ，光学平台重复定位精度为

±０．０５ｍｍ，因此由实验条件客观因素导致的球心

空间定位误差为±０．１ｍｍ。下面通过实验分析该

误差对球心成像畸变校正的影响。

设由光学平台确定的空间某球的球心坐标为犘

（狓，狔，狕），由于定位不准及球的加工误差导致犘 产

生误差Δ狆，Δ狆∈［－０．１，＋０．１］ｍｍ。利用计算机

为图６（ａ）中用于计算校正系数的球的位置狓，狔，狕

分别随机产生４０组大小在－０．１～０．１ｍｍ之内的

一致分布误差，由相机透视成像模型计算球心像点，

与坐标为犘时的像点坐标进行比较。为简单起见，

仅给出其中一个球的一组结果。其他位置具有类似

的结果，如图８（ａ）所示。另外，取每个球的位置误

差Δ狆均为最大值（０．１，０．１，０．１），单位为 ｍｍ，重

新拟合校正系数，计算校正结果并与Δ狆＝（０，０，０）

时校正结果进行比较，如图８（ｂ）所示。

图８ 实验结果。（ａ）Δ狆对像点位置的影响；（ｂ）Δ狆取０．１ｍｍ时与Δ狆＝０时的比较

Ｆｉｇ．８ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ．（ａ）ＩｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆΔ狆ｏｎｉｍａｇｅｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｓｐｈｅｒｅｃｅｎｔｅｒ；（ｂ）ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｒｒｅｃｔｒｅｓｕｌｔｓ

ｂｅｔｗｅｅｎΔ狆＝０．１ｍｍａｎｄΔ狆＝０
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　　图８（ａ）表明，球心空间定位精度为±０．１ｍｍ

时，球心像点位置变化稳定在０．３ｐｉｘｅｌ之内，远小

于由球透视投影产生的畸变，因此对建立球心成像

畸变模型有一定的影响，但是影响不大。图８（ｂ）进

一步说明了，当球心空间定位误差在一定精度范围

内时，校正后球心像点位置浮动基本在０．５ｐｉｘｅｌ之

内。实验进一步说明了本论文建立的校正模型具有

一定的稳健性，可以有效地校正球心畸变。

５　结　　论

基于球的透视成像模型，分析了球心的透视投

影像点与其成像后椭圆几何中心之间的误差变化规

律，并建立了两者之间的误差校正模型。仿真和实

验均表明，该模型可以有效地校正球心成像畸变误

差。校正系数的求取只需要空间布置６个以上的

球，操作方便，设备简单，并且通过单幅图像即可求

解校正系数。当球半径与球心到光心的距离比值σ

在一定范围之内时，在某平面上获取的校正系数对

于校正空间任意位置球的球心像坐标均有效。该校

正方法对于使用球标定摄像机时球心精确定位具有

一定的应用价值。需要注意的是，当σ取值过大时，

球的相对大小对畸变误差的影响将不可忽略，校正

模型失效。
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