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摘要　运用维格纳分布函数与广义惠更斯 菲涅耳原理，推导出部分相干光束在任意折射率起伏功率谱模型的大

气湍流中斜程传输时，其束宽传输的一般解析表达式。在此基础上，以部分相干平顶（ＰＣＦＴ）光束为例，给出了

ＰＣＦＴ光束在大气湍流中斜程传输的束宽扩展解析表达式。在合肥地区大气折射率结构常数高度分布模式下开展

了数值计算和分析，并与水平传输时的结果进行了比较。研究结果表明，光束在斜程传输时的束宽不仅与光束阶

数、空间相干度、束腰半径、湍流的强弱和传输距离有关，还与天顶角密切相关。光束的阶数越高，空间相干性越

差，天顶角越小，则其束宽扩展受湍流的影响就越小。当天顶角小于６０°时，大气湍流对斜程传输光束束宽的影响

明显小于水平传输的情况。
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１　引　　言

大气湍流是影响星地激光通信链路的最重要因

素之一，而在星地激光通信链路中，激光束一般是在

大气湍流中沿斜程路径进行传输的［１～５］。因此，对

激光束的斜程传输规律及其传输特性的研究一直以

来备受关注［１～６］。Ａｎｄｒｅｗｓ等
［４］研究了大天顶角条

件下斜程传输过程中的光闪烁问题，Ｒｉｃｈａｒｄ等
［７］

利用 Ｍｅｌｌｉｎ变换技术给出了斜程传输情况下波束

的漂移方差，Ｄｏｕ等
［８］研究了部分相干偏心环状光

束经斜程传输后的光束重心和平均光强等问题。然

而，在斜程传输的束宽扩展方面，已有的研究工作均

在应用惠更斯 菲涅耳原理时对波结构函数采用了

某种近似，例如５／３近似
［９］、二次近似或其他近

似［１０］，因而致使其有关结果存在一定的适用范围。

此外，这些研究往往是针对某些特殊类型的激光束

进行的，例如高斯光束、高斯 谢尔模型（ＧＳＭ）光束

等，相关结果并不具有普适性。

本文应用广义惠更斯 菲涅耳原理［１１］与维格纳

分布函数（ＷＤＦ）
［１２］，在未使用任何进一步近似的

条件下，针对一般的部分相干光束，推导出其在斜程

传输时的束宽解析表达式。在此基础上，以部分相

干平顶（ＰＣＦＴ）光束为例，采用合肥地区白天大气

折射率结构常数随高度变化的模型，详细讨论了天

顶角、空间相干度和传输距离等参数对ＰＣＦＴ光束

扩展的影响。

２　湍流中部分相干光束的 ＷＤＦ及空

间域二阶矩公式

根据经典的光场相干性理论，可采用交叉谱密

度函数来描述部分相干光束。基于近轴的广义惠更

斯 菲涅耳原理，部分相干光束通过湍流中犃犅犆犇

光学系统后的交叉谱密度函数可表示为［１３］

犠（ρ，ρｄ；狕）＝
犽
２π（ ）犅

２

犠（ρ′，′ρｄ；０）ｅｘｐ
ｉ犽
犅
［犃ρ′·′ρｄ－（ρ′·ρｄ＋′ρｄ·ρ）＋犇ρ·ρｄ｛ ｝］×

ｅｘｐ －
１

２
犇ｗ（ρｄ，′ρｄ；狕［ ］）ｄ２ρ′ｄ２′ρｄ， （１）

式中ρ＝（ρ１＋ρ２）／２，ρｄ＝ρ１－ρ２，′ρｄ＝′ρ１－′ρ２，ρ′＝（′ρ１＋′ρ２）／２，′ρ１，′ρ２ 是平面狕＝０处的横向二维矢量，ρ１，

ρ２ 是平面狕＝犪处的横向二维矢量（犪为常数）。犽是空间波数，犃、犅、犇为狕＝０到狕＝犪之间的光线传输矩阵

的矩阵元。犇ｗ 为广义双源球面波结构函数，其表达式为

犇ｗ（ρｄ，′ρｄ；狕）＝８π
２犽２∫

狕

０

ｄ狕′∫
∞

０

１－Ｊ０ κ
犅（狕′）

犅
′ρｄ＋ 犃（狕′）－

犅（狕′）

犅［ ］犇 ρ｛ ｝｛ ｝ｄ Φｎ（κ，狕′）κｄκ， （２）

式中犃（狕′）、犅（狕′）为光由接收面狕＝犪逆向传播到狕＝狕′平面的光线传输矩阵；′Φｎ（κ，狕′）为湍流折射率功

率谱模型，Ｊ０（·）是０阶贝塞尔函数。在入射面狕＝０与接收面狕之间仅分布着湍流大气而无其他犃犅犆犇光学

系统时，有犃＝犇＝１，犅＝狕，犃（狕′）＝１、犅（狕′）＝狕－狕′。

对于部分相干光的描述还可以采用 ＷＤＦ，其定义为
［１４，１５］

犺′（ρ，θ，狕）＝
犽
２（ ）π

２

∫犠（ρ，ρｄ；狕）ｅｘｐ（－ｉ犽θ·ρｄ）ｄ
２

ρｄ． （３）

　　将（１）式代入（３）式，可得到部分相干光束通过犃犅犆犇光学系统后的 ＷＤＦ为

犺′（ρ，θ；狕）＝
犽
２（ ）π

４
１

狕２犺′（ρ′，θ′；０）ｅｘｐ
ｉ犽
狕
［（ρ－ρ′）·（ρｄ－′ρｄ）］－ｉ犽θ·ρｄ｛ ＋

　　　　　
　

　
ｉ犽θ′·′ρｄ－０．５犇ｗ（ρ犱，′ρｄ；狕 ｝）ｄ２ρ′ｄ２′ρｄｄ２ρｄｄ２θ′， （４）

式中犺′（ρ′，θ′；０）为入射面狕＝０上的 ＷＤＦ，犇ｗ 表达式为

犇ｗ（ρｄ，′ρｄ；狕）＝８π
２犽２狕∫

１

０

ｄξ∫
∞

０

｛１－Ｊ０［κρｄ＋（１－ξ）′ρｄ ］｝Φｎ（κ，狕ξ）κｄκ． （５）

　　当斜程传输时，（５）式中Φｎ（κ，狕ξ）可表示为两个相互独立的部分
［１，５］，即

Φｎ（κ，狕ξ）＝犆
２
ｎ（狕ξ）′Φｎ（κ）， （６）

式中 ′Φｎ（κ）与折射率结构常数犆
２
ｎ（狕ξ）无关。

ＷＤＦ的狀１＋狀２＋犿１＋犿２ 阶矩的定义为
［１３～１５］
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〈狓狀１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔 〉＝

１

犘０狓
狀
１狔
狀
２θ
犿
１
狓θ

犿
２
狔犺′（ρ，θ，狕）ｄ

２

ρｄ
２
θ， （７）

式中犘０ ＝犺′（ρ，θ，狕）ｄ
２

ρｄ
２
θ为光束总功率。

运用Ｄｉｒａｃｄｅｌｔａ函数的性质
［１６］，经推导可得到 ＷＤＦ的二阶矩（狀１＋狀２＋犿１＋犿２＝２）为

〈狓２〉＝ 〈狓
２〉０＋２〈狓θ狓〉０狕＋〈θ

２
狓〉０狕

２
＋２π

２狕３∫
１

０

ｄξ∫
∞

０

（１－ξ）
２犆２ｎ（狕ξ）′Φｎ（κ）κ

３ｄκ， （８）

式中〈·〉０ 为狕＝０平面上的 ＷＤＦ二阶矩。

同理，可得到

〈狔
２〉＝ 〈狔

２〉０＋２〈狔θ狔〉０狕＋〈θ
２
狔〉０狕

２
＋２π

２狕３∫
１

０

ｄξ∫
∞

０

（１－ξ）
２犆２ｎ（狕ξ）′Φｎ（κ）κ

３ｄκ． （９）

　　分析（８）和（９）式可知，部分相干光束在大气湍

流中斜程传输的空间二阶矩由光束初始矩、湍流空

间功率谱和湍流中的传播距离狕决定。

３　斜程传输时的光束扩展公式

均方束宽的定义为［１７］

〈ρ
２〉＝ 〈狓

２〉＋〈狔
２〉． （１０）

　　将（８）、（９）式代入（１０）式，可推导得到湍流大气

中均方束宽表达式为

〈ρ
２〉＝ 〈ρ

２〉０＋２〈ρ·θ〉０狕＋〈θ
２〉０狕

２
＋２犜１狕

３，

（１１）

式中

犜１ ＝２π
２

∫
１

０

ｄξ∫
∞

０

（１－ξ）
２犆２ｎ（狕ξ）′Φｎ（κ）κ

３ｄκ．（１２）

　　斜程传输时，犺＝狕ｃｏｓγ，γ为斜程传输的天顶

角，犺为离地面高度，狕为传输距离，犆２ｎ（犺）为折射率

结构常数。在 对 （１２）式 进 行 积 分 时，令ξ ＝

犺／（狕ｃｏｓγ），则ｄξ＝ｄ犺／（狕ｃｏｓγ）。于是，（１２）式可

进一步表示为

犜１ ＝
２犜′
狕ｃｏｓγ∫

狕ｃｏｓγ

０

１－
犺

狕ｃｏｓ（ ）γ
２

犆２ｎ（犺）ｄ犺，（１３）

式中

犜′＝π
２

∫
∞

０

′Φｎ（κ）κ
３ｄκ． （１４）

　　对于水平传输的情况，即γ＝９０°，大气折射率

起伏结构常数犆２ｎ 可视为常量
［１］，此时，湍流功率谱

与传输位置无关，即Φｎ（κ，狕ξ）＝Φｎ（κ），于是，可

得到水平传输时的表达式为

犜１ ＝２犜∫
１

０

（１－ξ）
２ｄξ＝

２

３
犜， （１５）

犜＝π
２

∫
∞

０

Φｎ（κ）κ
３ｄκ．　　　 （１６）

（１５）、（１６）式与文献［１５］给出的水平传输时的结果

完全一致。

４　斜程传输时ＰＣＦＴ光束的束宽和

相对束宽

在狕＝０平面上，ＰＣＦＴ光束的交叉谱密度函数

可表示为［１８］

犠（′ρ１，ρ′２；０）＝∑
犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

α犿α犿′×

ｅｘｐ－ 犿狆犖
′ρ
２
１

狑２０
＋犿′狆犖

′ρ
２
２

狑２０
＋
′ρ１－′ρ２

２

２σ（ ）［ ］２
０

，（１７）

式中σ０为光源空间相干长度，狑０＝（２〈ρ
２〉０）

１／２表示

与ＰＣＦＴ光束束宽有关的高斯基模参数，犖 是平顶

光束的阶数，α犿，α犿′ 为二项式系数，狆犖 为标度因子。

将（１７）式代入（７）式，可推导出ＰＣＦＴ光束在

狕＝０面上的 ＷＤＦ二阶矩
［１４］为

〈ρ
２〉０ ＝

２狑２０

狆
２
犖
∑
犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ ， （１８）

〈ρ·θ〉０ ＝０， （１９）

〈θ
２〉０ ＝

２

犽２狑２０

１

α
２＋４∑

犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

犿犿′α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ ，（２０）

式中α＝σ０／狑０ 表示光束的空间相干度。

进一步将（１８）～（２０）式代入（１１）式，即可得到

斜程传输时ＰＣＦＴ的均方根束宽

狑（狕）＝ （〈ρ
２〉）１／２ ＝

２狑２０

狆
２
犖
∑
犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ ＋ ２

犽２狑２０

１

α
２＋４∑

犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

犿犿′α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ 狕２＋２犜１狕｛ ｝３

１／２

．（２１）
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　　定义相对束宽为湍流中的束宽与自由空间中的束宽之比
［１４，１９］，用以直观地描述大气湍流对光束传输特

性的影响程度，其值越小，则表示湍流对束宽的影响越小。由此可得到湍流大气中ＰＣＦＴ的相对束宽为

狑ｒ（狕）＝ １＋２犜１狕
３ ２狑２０

狆
２
犖
∑
犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ ＋ ２

犽２狑２０

１

α
２＋４∑

犖

犿＝１
∑
犖

犿′＝１

犿犿′α犿α犿′
（犿＋犿′）［ ］２ 狕｛ ｝｛ ｝２

１／２

． （２２）

　　当犖＝１时，即可得到斜程传输时ＧＳＭ光束的均方根束宽和相对束宽分别为

狑１（狕）＝（〈ρ
２〉）１／２ ＝

狑２０
２
＋
２

犽２狑２０
１＋

１

α（ ）２ 狕２＋２犜１狕［ ］３
１／２

， （２３）

狑ｒ１（狕）＝ １＋２犜１狕
３ 狑２０

２
＋
２

犽２狑２０
１＋

１

α（ ）２ 狕［ ］｛ ｝２
１／２

． （２４）

５　数值计算与分析

在数值计算中，本文采用合肥地区白天大气折射率结构常数犆２ｎ（犺）模型
［２０］，即

犆２ｎ（犺）＝８．０×１０
－２６犺１３．５ｅｘｐ（－犺／０．８８）＋１．９５×１０－

１５ｅｘｐ（－犺／０．１１）＋８．０×１０－
１７ｅｘｐ（－犺／７．５）．

（２５）

　　Ｈｉｌｌ数值模型是目前较为精确地描述折射率变

化情况的主要模型，但该模型是以实验结果为基础而

得到的，因而不易于分析研究。为此，Ａｎｄｒｅｗｓ等
［４］

提出了一个修正的 Ｈｉｌｌ谱，即在忽略外尺度（即假设

外尺度为无穷大）的条件下，功率谱Φｎ（κ）可描述为

Φｎ（κ）＝０．０３３κ
－１１／３ｅｘｐ－

κ
２

κ
２（ ）
ｌ
×

１＋１．８０２
κ
κ（ ）
ｌ
－０．２５４

κ
κ（ ）
ｌ

７／

［ ］
６

，（２６）

式中κｌ＝３．３／犾０，犾０ 为湍流内尺度。

结合（２１）、（２２）、（２５）和（２６）式，可对ＰＣＦＴ光

束斜程传输的光束扩展进行定量分析。图１给出了

在不同天顶角情况下，ＰＣＦＴ光束的束宽和相对束

宽随传输距离的变化规律。计算所取参数：犾０＝

１ｍｍ，λ＝８５０ｎｍ，狑０＝０．０５ｍ，α＝２，犖＝２，水平

传输时的犆２ｎ（０）＝２．０５×１０
－１５ｍ－２

／３。

图１ 具有不同天顶角的ＰＣＦＴ光束（ａ）束宽和（ｂ）相对束宽随传输距离的变化

Ｆｉｇ．１ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆ（ａ）ｂｅａｍｗｉｄｔｈａｎｄ（ｂ）ｒｅｌａｔｉｖｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔγ

　　从图１可以看出，无论是在湍流中水平还是斜

程传输，ＰＣＦＴ光束的束宽均随着传输距离的增加

而明显增大。图１（ａ）表明，ＰＣＦＴ光束在斜程传输

时，湍流对其束宽的影响要明显小于水平传输的情

况，即在相同的传输距离处，水平传输的束宽变化更

为明显，其受到湍流的影响更大；当传输距离一定

时，束宽随天顶角的增大而明显增大。当γ＝０°时，

束宽最小，即垂直发射时，光束扩展最小。图１（ｂ）

表明，相对束宽随传输距离、天顶角的变化与束宽有

类似的特征：当γ≤９０°、狕≤２．５ｋｍ时，相对束宽小

于１．４１４，表明此时ＰＣＦＴ光束的束宽扩展受湍流

的影响较小；进一步的数值计算结果表明，当γ≤

６０°、狕≤９．８８５ｋｍ时，相对束宽小于１．４１，这意味着

湍流对束宽的影响可以忽略［１３］。

图２给出了不同空间相干度对ＰＣＦＴ光束斜程

传输束宽和相对束宽的影响。计算所取参数：犾０＝

１ｍｍ，λ＝８５０ｎｍ，狑０＝０．０５ｍ，γ＝６０°，犖＝２。

分析图２（ａ）可知，在斜程传输时，ＰＣＦＴ光束的

１２０１００１４
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束宽随空间相干性的增大而逐渐减小；而由图２（ｂ）

可知，对于空间相干性较好的光束，其相对束宽越

大，说明传输相同的距离后，空间相干性越好的光束

受到湍流的影响更大，这与部分相干光束在大气湍

流中水平传输的研究结果类似［１７］。

图２ 具有不同空间相干度的ＰＣＦＴ光束（ａ）束宽和（ｂ）相对束宽随传输距离的变化

Ｆｉｇ．２ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆ（ａ）ｂｅａｍｗｉｄｔｈａｎｄ（ｂ）ｒｅｌａｔｉｖｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔα

　　图３展示了不同阶数的ＰＣＦＴ光束相对束宽在

斜程和水平两种情况下随传输距离的变化。计算所

取参数：犾０＝１ｍｍ，λ＝８５０ｎｍ，狑０＝０．０５ｍ，γ＝

６０°，α＝２。从图３（ａ）可以看出，随着传输距离的增

大，不同阶数ＰＣＦＴ光束的相对束宽增大，表明其

光束质量明显变差；光束的阶数越高，相对束宽的值

越小，表明其受到湍流的影响也就越小，也就是说斜

程传输时，ＧＳＭ 光束受到湍流的影响是最大的。

进一步比较图３（ａ）和（ｂ）可知，对于同一阶数的

ＰＣＦＴ光束，在水平传输时受到湍流的影响要大于

斜程传输时的影响。

图３ 不同阶数的ＰＣＦＴ光束相对束宽在（ａ）斜程和（ｂ）水平两种情况下随传输距离的变化

Ｆｉｇ．３ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｆｏｒ（ａ）ｓｌａｎｔａｎｄ（ｂ）ｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｐａｔｈｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犖

　　图４显示了斜程传输的ＰＣＦＴ光束的相对束宽

随高斯基模参数的变化。计算参数为：犾０＝１ｍｍ，

γ＝６０°，λ＝８５０ｎｍ，α＝２，狕＝４ｋｍ。从图４可以看

出，随着高斯基模参数的增加，各阶ＰＣＦＴ光束的

相对束宽均呈现出先增大后减小的变化规律，其相

对束宽存在极大值，且阶数越低，相对束宽的极值越

大。存在这种现象的主要原因是：ＰＣＦＴ光束束宽

在湍流中的传输变化是在空间域和空间 频率域的

共同作用下发生的，因此，相对束宽的变化在二者的

共同作用下会存在一个极大值。

图５给出了斜程传输的ＰＣＦＴ光束相对束宽随

波长的变化。计算所取参数：犾０＝１ｍｍ，γ＝６０°，

狑０＝０．０５ｍ，α＝２，狕＝４ｋｍ。从图５可以看出，各

图４ 不同阶数的ＰＣＦＴ光束相对束宽随基模高斯光

束束腰宽度的变化

Ｆｉｇ．４ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｗｉｔｈ

ｔｈｅｗａｉｓｔｗｉｄｔｈｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犖
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图５ 不同阶数的ＰＣＦＴ光束相对束宽随波长的变化

Ｆｉｇ．５ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｒｅｌａｔｉｖｅｂｅａｍｗｉｄｔｈ

ｗｉｔｈｔｈｅｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犖

阶ＰＣＦＴ光束的相对束宽随光束波长的增加而减

小，说明光束波长越长，湍流对光束传输的影响

越小。

图６展示了不同湍流内尺度犾０ 下ＰＣＦＴ光束的

束宽随传输距离的变化。计算所取参数：λ＝８５０ｎｍ，

狑０＝０．０５ｍ，γ＝６０°，α＝２，犖＝２。从图６可以看出，

对于给定的传输距离，当湍流内尺度越小时，ＰＣＦＴ

光束的束宽越大。

图６ 不同湍流内尺度下ＰＣＦＴ光束的束宽随传输

距离的变化

Ｆｉｇ．６ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｗｉｔｈｔｈｅ

ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ犾０

６　结　　论

应用广义惠更斯 菲涅耳原理与 ＷＤＦ描述方

法，推导出一般的部分空间相干光束在湍流大气中

斜程传输时的束宽解析表达式。由于该束宽传输公

式是在未使用任何进一步的近似以及未针对特定的

湍流功率谱而得到的，因而对于强、弱湍流均可适

用，也可应用于不同的大气湍流谱模型。此外，还以

ＰＣＦＴ和合肥地区大气折射率结构常数高度分布模

式为例，对ＰＣＦＴ光束的束宽扩展进行了数值计算

和分析。结果表明，ＰＣＦＴ光束的束宽随着湍流中

传输距离和天顶角的增大而增大。光束的空间相干

性越差、天顶角越小、阶数越高，则束宽扩展受湍流

的影响就越小。当天顶角小于６０°时，大气湍流对

斜程传输光束束宽的影响要明显小于水平传输

情形。
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