
书书书

第３２卷　第１０期 光　学　学　报 Ｖｏｌ．３２，Ｎｏ．１０

２０１２年１０月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 犗犮狋狅犫犲狉，２０１２

基于微分几何的矩形照度分布自由曲面反射器设计
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摘要　在ＬＥＤ照明应用中为实现矩形均匀照度分布要求，提出了一种基于一阶线性偏微分方程的自由曲面反射

器设计方法。基于微分几何理论和折射定律描述了光线与自由曲面的相互作用。根据ＬＥＤ光源特性建立了朗伯

光源与矩形被照面之间的能量拓扑关系，推导了自由曲面反射器的一阶线性偏微分方程和边界条件。分别使用

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法和有限差分法对边界条件和偏微分方程进行数值计算，并对计算结果进行光线追迹仿真。仿真结

果表明自由曲面反射器光通利用率达到了９４％，矩形被照面横向照度均匀度达到了０．９，纵向照度均匀度达到了

０．８。程序计算时间少于１ｓ。
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１　引　　言

ＬＥＤ在道路照明、汽车前照灯、投影仪设备和

扫描打印等领域得到了广泛的应用。按照设计对象

划分，现在基于ＬＥＤ光源的非成像光学设计主要有

自由曲面反射器和自由曲面透镜，其设计思想都是

通过光学器件对光源光线的调制以达到在被照面上

形成预期的照度分布的目的［１～４］。在非成像光学设

计中边缘光线理论是基本理论［５～７］。ＬＥＤ的自由

１０２２００６１
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曲面光学设计按照原理分类主要有两种方法，分别

为裁剪法和试错法。２００２年Ｒｉｅｓ等
［８～１１］使用三维

自由曲面裁剪法设计光学曲面，这个方法通过裁剪

光学曲面控制波前方向，最终将光学曲面模型抽象

为求解一组非线性偏微分方程，其缺点是不能根据

指定的光学曲面进行设计。Ｄｉｎｇ等
［１２，１３］基于折射

定律和光通守恒定律建立了关于自由曲面透镜的非

线性偏微分方程组，并使用数值计算的方法求解反

射器的面形，这个方法的优点是不需要采用试错法，

通过数值计算可以在短时间内得到较高精度的自由

曲面的面形数据，缺点是需要求解多个非线性偏微

分方程，数值求解与编程一般比较困难。

另一种方法是试错法，这种方法具有直观的优

点，设计方法是根据光源与被照面之间的能量映射

关系进行光线设计，通过迭代求解得到光学曲面的

坐标点以确定透镜或者反射器的外形，其特点是需

要划分足够的网格控制计算精度，设计和优化时间

较长［１４～１６］。

本文根据ＬＥＤ配光特性和矩形照度分布要求，

基于微分几何理论和能量守恒原理建立自由曲面反

射器模型，使用一阶线性偏微分方程描述自由曲面

反射器，实现了均匀矩形照度分布的自由曲面反射

器设计，简化了设计步骤，提高了光学设计效率并降

低了基于微分几何方法的自由曲面设计难度。

２　设计原理

２．１　光线与自由曲面作用关系推导

在球坐标下研究自由曲面，假定自由曲面是一

阶连续且正则。首先讨论自由曲面的法线、切线及

其与光线的相互作用关系。如图１所示，自由曲面

上任意一点犘，矢径 →
犗犘 可记为

ρ（ρｓｉｎθｃｏｓφ，ρｓｉｎθｓｉｎφ，ρｃｏｓθ），

式中θ和φ 分别为天顶角和方位角，ρ为矢径
→
犗犘

长度。

　　根据经典微分几何理论，自由曲面上犘点切向

矢量分别为ρ
θ
和ρ
φ
。进一步得到自由曲面的外向法

向矢量为狀＝
ρ
θ
×
ρ
φ
，其单位法向矢量记为狀′＝

狀
狀

［１７］

。

图１ 球坐标下自由曲面及其与光线的相互作用

Ｆｉｇ．１ Ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅａｎｄ

ｔｈｅｌｉｇｈｔｂｅａｍｉｎｓｐｈｅｒｉｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ

图１所示，入射光线和折射光线的单位矢量分

别为犐和犐′，入射光线与折射光线所在空间介质折

射率分别为狀１ 和狀２。根据折射定律，有

狀１犐×狀′＝狀２犐′×狀′， （１）

式中犙 点坐标记为（狓，狔，狕），折射光线单位矢量

犐′＝
→
犗犘
→
犗犘

。将（１）式两边同时叉乘狀′，并化简得

狀１犐－狀２犐′＝ 狀２１＋狀
２
２－２狀１狀２犐′·［ ］犐 １／２狀′，（２）

（２）式两端分别点乘切向矢量
ρ
θ
和ρ
φ
，得

（狀１犐－狀２犐′）·
ρ
θ
＝０

（狀１犐－狀２犐′）·
ρ
φ
＝

烅

烄

烆
０

， （３）

（３）式完备描述了折射定律。注意到犐·
ρ
θ
＝
ρ
θ
和

犐·
ρ
φ
＝
ρ
φ
，代入（３）式化简得

ρ
θ
＝

狀２（狓ｃｏｓθｃｏｓφ＋狔ｃｏｓθｓｉｎφ－狕ｓｉｎθ）ρ
狀２ρ＋狀１

→
犗犘 －狀２（狓ｓｉｎθｃｏｓφ＋狔ｓｉｎθｓｉｎφ＋狕ｃｏｓθ）

ρ
φ
＝

狀２（－狓ｓｉｎθｓｉｎφ＋狔ｓｉｎθｃｏｓφ）ρ
狀２ρ＋狀１

→
犗犘 －狀２（狓ｓｉｎθｃｏｓφ＋狔ｓｉｎθｓｉｎφ＋狕ｃｏｓθ

烅

烄

烆 ）

． （４）

　　对于非旋转对称光学器件表面，即
ρ
φ
≠０时，由（４）式可得到

（狓ｓｉｎθｓｉｎφ－狔ｓｉｎθｃｏｓφ）
ρ
θ
＋（狓ｃｏｓθｃｏｓφ＋狔ｃｏｓθｓｉｎφ－狕ｓｉｎθ）

ρ
φ
＝０． （５）

１０２２００６２



刘正权等：　基于微分几何的矩形照度分布自由曲面反射器设计

２．２　光源与被照面能量拓扑关系

根据被照面微元与光源立体角微元一一对应的

拓扑结构推导能量拓扑关系［１８，１９］。图２和图３所

示光源与被照面之间的能量拓扑关系。光线全部照

射到矩形被照面上且照度均匀分布，根据能量守恒

定律，有

犐（θ，φ）ｓｉｎθｄθｄφ＝犈（狓，狔）ｄ狓ｄ狔， （６）

式中犐（θ，φ）为ＬＥＤ光源光强分布；犈（狓，狔）为矩形

被照面上照度分布，为常数。矩形被照面长度和宽度

分别为犾和狑，ＬＥＤ近似为朗伯光源，配光犐（θ，φ）取

犐０ｃｏｓθ，计算得到

π犐０ ＝狑犾犈， （７）

即理想情况下，被照面照度为犈＝
π犐０
狑犾
。

图２ ＬＥＤ光源与被照面能量拓扑示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎ

ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅＬＥＤｌｉｇｈｔｓｏｕｒｃｅａｎｄｔｈｅｉｌｌｕｍｉｎａｔｅｄｐｌａｎｅ

如图３所示，对于不同的θ范围内，有

∫
２π

０

ｄφ∫
θ

０

犐０ｃｏｓθ′ｓｉｎθ′ｄθ′＝犈（狓，狔）ｄ狓ｄ狔＝４犡犢犈，

（８）

式中犡和犢 分别表示第一象限矩形被照面顶点坐

标，且满足犡
犢
＝
犾
狑
。计算得到

犡＝
犾
２
ｓｉｎθ

犢 ＝
狑
２
ｓｉｎ

烅

烄

烆
θ

． （９）

图３ 立体角微元与面积微元之间能量拓扑示意图

Ｆｉｇ．３ Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｅｎｅｒｇｙｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｌａｔｉｏｎ
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２．３　一阶偏微分方程的建立与数值计算

根据（４）、（５）和（１０）式，令狀１＝狀２得到第一象

限０≤φ≤
π
４
的自由曲面反射器的一阶线性偏微方

程及其边界条件如下：
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　　首先使用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解第一个边界条件得到ρ（θ，０），再使用前向有限差分法求解一阶偏微分方

程。同理，也可以得到第一象限π
４
≤φ≤

π
２
的自由曲面反射器偏微分方程，可表示为
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图５ 矩形被照面朗伯点光源与面光源照度分布。（ａ）朗伯点光源模拟面照度分布；

（ｂ）１ｍｍ×１ｍｍ朗伯面光源模拟照度分布
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　　同样使用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法求解第一个边界条件

得到ρ（θ，π／２），再使用ＬａｘＦｒｉｅｄｒｉｃｈｓ差分格式求解

一阶偏微分方程［２０］。在本设计中，ＬＥＤ与反射器中

心距离ρ０＝３０ｍｍ，矩形被照面长度犾＝２０００ｍｍ，宽

度狑＝３５００ｍｍ，矩形被照面与ＬＥＤ中心距离狕＝

－２０００ｍｍ。

３　仿真与分析

将偏微分方程的数值解也就是自由曲面上离散

坐标点导入三维模型软件，得到自由曲面反射器的外

形，反射器的长度为２３２．８ｍｍ，宽度为１７１．８ｍｍ，高

度为３０ｍｍ，如图４所示。

再将反射器外形导入光学仿真软件，使用

１ｍｍ×１ｍｍ的朗伯光源进行光线追迹，被照面照

度分布如图５所示。矩形被照面照度基本呈矩形分

布，照度分布均匀，其纵向照度均匀度为０．８，横向

照度均匀度为０．９。另外，被照面的照度分布不是

严格的矩形分布，这个误差主要是数值求解和曲面

拟合建模过程中引入的；数值求解差分格式的稳定

图４ 矩形照度分布自由曲面反射器外形图

Ｆｉｇ．４ Ｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｆｒｅｅｆｏｒｍｓｕｒｆａｃｅｒｅｆｌｅｃｔｏｒｆｏｒ

ｒｅｃｔａｎｇｕｌａｒｉｌｌｕｍｉｎａｎｃｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

性和步长影响了求解精度，三维模型软件使用样条

曲面拟合曲面上离散数据，也引入了误差。另外，

图５的照度分布显示被照面横向和纵向照度分布较

好，但是对角线部分照度值出现峰值，原因是求解偏

微分方程过程中采用的有限差分算法存在误差传

递，在φ＝０处照度均匀度为０．９，随着φ逐渐增大

到π／４，数值计算过程中存在的误差不断累加导致

在被照面对角线上照度不均匀。对角线部分的反射

器表面不平滑，也会引起照度不均匀。
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刘正权等：　基于微分几何的矩形照度分布自由曲面反射器设计

４　结　　论

提出了一种基于一阶线性偏微分方程的自由曲

面反射器设计方法。针对ＬＥＤ配光与矩形照度分

布要求建立了光源与被照面之间的能量拓扑关系，

基于微分几何和折射定律建立了自由曲面反射器模

型，得到了关于自由曲面反射器的一阶线性偏微分

方程，使用有限差分法求解得到了自由曲面反射器

面形并使用光学软件进行了分析验证，结果表明自

由曲面反射器光通利用率达到了９４％，矩形被照面

纵向和横向照度均匀度分别达到了０．８和０．９。数

值计算程序运行时间少于１ｓ。该设计方法能用于

道路照明灯具和汽车前照灯等领域的自由曲面反射

器和自由曲面透镜设计中，只需要根据相应的照度

要求确定光源与照明面之间的能量映射关系，结合

文中的偏微分方程（５）式进行设计。可以通过优化

数值计算算法提高数值解的精度，进一步提高反射

器光学性能。
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