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摘要　提出一种快速的绝对方位问题算法，通过最小二乘法构造目标函数，对目标函数中的旋转矩阵和平移向量

进行分离，利用矩阵的Ｆｏｂｅｎｉｕｓ范数、行列式以及伴随矩阵等构造旋转矩阵和平移向量封闭形式的最优估计。这

种算法具有较高的计算精度和抗噪声性能，并且避免了目前常用算法中的奇异值分解运算，从而提高了计算速度。

数学实验结果表明，在计算精度与抗噪声能力上与目前性能最优的Ｕｍｅｙａｍａ算法相当，同时计算速度较之有大幅

提升，尤其适用于对实时性要求较高的领域。
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１　引　　言

绝对方位问题（又称３Ｄ３Ｄ位姿估计问题）是

指已知一组点在空间两个坐标系中的坐标，求两坐

标系间转换参数（旋转矩阵和平移向量）的问题，它

是摄影测量中的一个基础性问题，广泛的应用在计

算机视觉、机器人技术、增强现实（ＡＲ）以及航空宇

航等领域［１～１０］。

解算绝对方位问题的算法中，最直观的方法是

通过两组坐标间的转换关系建立方程组，直接求解

方程组得到转换参数。但这种直接法抗噪声能力较

差，测量噪声使计算结果存在较大误差；此外当点数

在３个以上时，方程组中的冗余方程会导致方程组

无解。这些问题可以通过最小二乘估计很好地解

决，对测量偏差构造最小二乘目标函数，可将绝对方

０１１５００３１
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位问题转化为受约束的非线性最小二乘问题，并采

用经典的非线性优化算法迭代求解，如高斯 牛顿

法、ＬｅｖｅｎｂｅｒｇＭａｒｑｕａｒｄｔ法等
［１１，１２］。但是这是一

个优化变量空间为狀＋６维的非线性优化问题，计算

量将随着点数的增多急剧增加，计算速度较慢，且收

敛性难以保证。为克服这些问题，有学者提出了解

析算法以得到封闭解：Ｈｏｒｎ
［１３］和 Ｗａｌｋｅｒ等

［１４］提出

基于四元数的封闭解；Ｈｏｒｎ等
［１５］和 Ａｒｕｎ等

［１６］提

出基于奇异值分解（ＳＶＤ）的封闭解；Ｕｍｅｙａｍａ
［１７］

在Ｈｏｒｎ和Ａｒｕｎ的算法基础上修正了数据严重恶

化时旋转矩阵行列式为－１的问题，具有精度高、抗

噪声能力强和计算速度快等优点，广泛的应用在狀

点透视、视觉位姿估计、视觉伺服、增强现实和视觉

导航等问题上［４，８，１０，１８～２０］，是目前最流行、性能最优

的绝对方位问题解算方法。

但是，Ｈｏｒｎ和Ａｒｕｎ以及 Ｕｍｅｙａｍａ算法都需

要进行复杂的奇异值分解运算，虽然计算速度较迭

代法有所提高，但已越来越难以满足迅速发展的实

时控制、增强现实等高速应用场合的要求。为了进

一步提高计算速度，受 Ｗａｈｂａ问题
［２１］的启发，本文

提出了一种不需要进行奇异值分解运算新算法，可

大大提升计算速度。数值试验的结果表明，该算法

在计算精度和抗噪声能力上与 Ｕｍｅｙａｍａ算法相

当，计算速度明显高于Ｕｍｅｙａｍａ算法。

２　绝对方位问题封闭形式最优估计的

快速算法

２．１　基于最小二乘的目标函数

空间有一组点犘犻，犻＝１，…狀，在坐标系犗犡犢犣

和犗′犡′犢′犣′中的坐标分别为向量犻犻和犿犻，如图１所

示。设犃，狋分别为犗犡犢犣到犗′犡′犢′犣′的旋转矩阵和

平移向量，有如下关系：

犿犻 ＝犃犻犻＋狋． （１）

图１ 空间中一组点在两个坐标系中的坐标

Ｆｉｇ．１ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆａｓｅｔｏｆｐｏｉｎｔｓｉｎｔｗｏ

ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ

　　考虑到测量噪声的存在，定义偏差如下：

犲犻 ＝犿犻－（犃犻犻＋狋）． （２）

定义最小二乘意义下的目标函数为

犔（犃，狋）＝∑
狀

犻＝１

犿犻－（犃犻犻＋狋）
２， （３）

则令犔（犃，狋）最小的犃和狋即为旋转矩阵和平移向量

的最优估计。

２．２　奇异值分解算法

奇异值分解算法［１５～１７］求解过程如下：

定义

珋犻＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犻犻，　珡犿＝
１

狀∑
狀

犻＝１

犿犻， （４）

′犻犻＝犻犻－珋犻，　 ′犿犻＝犿犻－珡犿． （５）

将（４），（５）式，代入（３）式中，可得

犔（犃，狋）＝∑
狀

犻＝１

′犿犻－犃′犻犻＋（珡犿－犃珋犻－狋）
２
＝

∑
狀

犻＝１

′犿犻－犃′犻犻
２
＋狀 珡犿－犃珋犻－狋

２． （６）

　　显然（６）式中的第二项为零时目标函数犔（犃，狋）

最小，则平移向量狋的最优估计狋ｏｐｔ可由旋转矩阵犃

表示为

狋ｏｐｔ＝珡犿－犃珋犻． （７）

　　定义

犅＝∑
狀

犻＝１

′犿犻′犻
Ｔ
犻． （８）

对矩阵犅进行奇异值分解：

犅＝犝Σ犞
Ｔ， （９）

式中犝，犞为正交阵，Σ＝ｄｉａｇ［σ１，σ２，σ３］，σ１≥σ２≥σ３≥

０为矩阵犅的奇异值。由文献［１７］可知，令ｔｒ（犃Ｔ犅）

最大的犃为旋转矩阵的最优估计：

犃ｏｐｔ＝犝′犞′
Ｔ， （１０）

式中犝′＝犝ｄｉａｇ［１，１，ｄｅｔ犝］，犞′＝犞ｄｉａｇ［１，１，ｄｅｔ犞］。

目标函数最小值为

犔ｍｉｎ＝∑
狀

犻＝１

′犿犻
２
＋∑

狀

犻＝１

′犻犻
２
－２∑

３

犻＝１

狊犻，（１１）

式中狊１ ＝σ１，狊２ ＝σ２，狊３ ＝ （ｄｅｔ犝）（ｄｅｔ犞）σ３。

（１０）式和（７）式即为旋转矩阵和平移向量封闭

形式的最优估计。

２．３　封闭形式最优估计的快速算法

奇异值分解算法可以得到封闭形式的解，具有

精度高、抗噪声能力强的优点。但奇异值分解运算

非常复杂，限制了计算速度。受 Ｗａｈｂａ问题中的

ＦＯＡＭ算法
［２２，２３］的启发，本文根据矩阵的奇异值和

Ｆｏｂｅｎｉｕｓ范数、行列式、伴随阵等的关系，通过变

０１１５００３２
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换，可以不进行奇异值分解而直接解出最优旋转矩

阵，使计算速度大幅提升。

狊１狊２狊３可由矩阵的Ｆｏｂｅｎｉｕｓ范数 犅 Ｆ，行列式

ｄｅｔ犅以及伴随矩阵ａｄｊ犅等表示如下：

犅 ２
Ｆ ＝狊

２
１＋狊

２
２＋狊

２
３， （１２）

ｄｅｔ犅＝狊１狊２狊３， （１３）

ａｄｊ犅
Ｔ
＝犝′ｄｉａｇ［狊２狊３，狊１狊３，狊１狊２］犞′

Ｔ， （１４）

犅犅Ｔ犅＝犝′ｄｉａｇ［狊
２
１，狊

２
２，狊

２
３］犞′

Ｔ． （１５）

将（１２）～（１５）式代入（１０）式可得

犃ｏｐｔ＝ ［（κ＋ 犅 ２
Ｆ）犅＋λａｄｊ犅

Ｔ
－犅犅

Ｔ犅］／ξ，

（１６）

式中

λ＝狊１＋狊２＋狊３， （１７）

κ＝狊１狊２＋狊２狊３＋狊１狊３， （１８）

ξ＝（狊１＋狊２）（狊２＋狊３）（狊１＋狊３）． （１９）

　　通过变换可得

κ＝
１

２
（λ
２
－ 犅 ２

Ｆ）， （２０）

ξ＝κλ－ｄｅｔ犅． （２１）

　　从而，只要求出λ即可不通过奇异值分解而求

出最优旋转矩阵，由（１０）和（１７）式知：

λ－ｔｒ（犃
Ｔ
ｏｐｔ犅）＝０． （２２）

将（１６），（２０）和（２１）式代入（２２）式可得

０＝ （λ
２
－ 犅 ２）２－８λｄｅｔ犅－４ ａｄｊ犅

２．

（２３）

　　再将（１２）～（１４）式代入（２３）式可得

０＝（λ－狊１－狊２－狊３）（λ－狊１＋狊２＋狊３）×

（λ＋狊１－狊２＋狊３）（λ＋狊１＋狊２－狊３）．（２４）

　　通过对（２４）分析可知方程（２３）的根全为实数，

所需的λ为其最大根。

若狊２＋狊３＝０，则最大根为重根，由（１９）式知ξ＝

０，（１６）式无意义；此时由奇异值分解算法得到的

（１０）式同样处于不确定状态
［１５，１７］，即在此情况下本

文算法及奇异值分解算法的旋转矩阵都是不确定

的。

将（２０），（２１）式代入（１６）式即可不进行复杂的

奇异值分解计算而得到最优旋转矩阵封闭形式的

解，从而达到了提升计算速度的目的。

３　数学实验与结果分析

为验证本文提出算法的性能，将其与最为流行

的Ｕｍｅｙａｍａ算法在计算精度，抗噪声性能以及计

算速度上进行比较。测试平台硬件环境为Ｉｎｔｅｌ

Ｅ５５００双核２．４ＧＨｚ处理器、２ＧＢ内存的计算机；

操作系统为 ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＷｉｎｄｏｗｓＸＰＰｒｏｆｅｓｓｉｏｎａｌ

ＳＰ３；分别在 Ｍａｔｌａｂ７．０和 ＶＣ＋＋ ２００８（安装

ＯｐｅｎＣＶ２．１库，主要用于奇异值分解运算）下编写

程序进行测试。

测试数据如下：坐标犻犻在区间［－１０，１０］×［－

１０，１０］×［－１０，１０］上均匀随机产生；旋转矩阵犃

通过均匀随机产生三个欧拉角而随机产生；平移向

量狋在区间［－１００，１００］×［－１００，１００］×［－１００，

１００］上均匀随机产生。坐标犿犻通过对（１）式加入标

准差为σ的高斯白噪声而得到１０００个受污染的点。

实验一：固定σ＝０．５，以狀为变量，以５为步长

在３～２８内变化，计算欧拉角的角度误差。在每个

节点随机产生５００组犻犻，犃和狋，每组用１０００个受噪

声污染的犿犻进行计算，结果取平均值；本实验用于

比较两算法的计算精度。

实验二：固定狀＝１０，以σ为变量，以０．５为步

长在０．５～３内变化，采用实验一的方法计算欧拉角

的角度误差；本实验用于比较两算法的抗噪声性能。

实验三：固定σ＝０．５，以狀为变量，以５为步长

在３～２８内变化，每个节点随机产生５０组数据；每

组数据取一个受污染的犿犻，重复计算１０
６ 次取平均

计算时间，每个节点的结果为５０组数据结果的平均

值；本实验用于比较两算法的计算速度。

实验一、二在 Ｍａｔｌａｂ和ＶＣ＋＋环境下运行结

果近似，篇幅限制，这里只给出 Ｍａｔｌａｂ环境下一个

欧拉角的运行结果，分别如图２和图３所示，实验结

果表明：本文提出的算法和 Ｕｍｅｙａｍａ算法的计算

精度和抗噪声能力相当，点数越多，计算精度越高，

抗噪声能力越强。

图２ 欧拉角角度误差与点数的关系

Ｆｉｇ．２ ＲｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＥｕｌｅｒａｎｇｌｅｅｒｒｏｒ

ａｎｄｎｕｍｂｅｒｏｆｐｏｉｎｔｓ

实验三结果如图４所示，实验结果表明：同种算

法在ＶＣ＋＋环境下计算速度明显高于在 Ｍａｔｌａｂ

环境下；本文提出的算法在 Ｍａｔｌａｂ环境下计算速度
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图３ 欧拉角角度误差与噪声标准差的关系系

Ｆｉｇ．３ ＲｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＥｕｌｅｒａｎｇｌｅｅｒｒｏｒａｎｄ

ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｏｆｎｏｉｓｅ

图４ 计算时间与点数的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｔｉｍｅ

ａｎｄｎｕｍｂｅｒｏｆｐｏｉｎｔｓ

与Ｕｍｅｙａｍａ算法相当，这是因为Ｕｍｅｙａｍａ算法中

的奇异值分解运算采用内建函数‘ｓｖｄ’，其执行效率

远高于外部代码。在ＶＣ＋＋环境下，Ｕｍｅｙａｍａ算

法的奇异值分解运算采用 ＯｐｅｎＣＶ２．１库中的

‘ｃｖＳＶＤ’函数，在这种情况下，本文所提出的算法计

算速度明显高于 Ｕｍｅｙａｍａ算法。由于在 ＶＣ＋＋

环境更接近实际工程应用环境，所以在 ＶＣ＋＋环

境下的比较结果更具实际应用意义。

４　结　　论

提出了一种绝对方位问题封闭形式最优估计的

快速算法，并根据算法进行了计算精度、抗噪声性能

和计算速度的比较实验。实验结果表明该算法具有

计算精度高、抗噪声能力强和计算速度快的优点，可

以用于替代目前最流行的 Ｕｍｅｙａｍａ算法，尤其适

合应用在视觉伺服、视觉导航以及增强现实等对实

时性要求较高的领域。此外，该算法的计算精度和

抗噪声能力随着点数增加而增加，但计算速度随之

降低，下一步工作的重点是研究如何配置点数以优

化计算精度和计算速度。
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