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摘要　由于制造和装配误差难以完全消除，导致摄像机的光学系统存在不同程度的非线性光学畸变现象。为此，

利用不同视角采集图像上同名像点共面的基本原理，推导包含非线性畸变模型的共面条件方程，并采用最小二乘

解的广义逆法求解非线性畸变参数，确保摄像机的自校正精度；因无需加工和维护成本很高的精密标定板，也不用

制作高精度摄像机运动平台，仅通过自由拍摄方式就能够从多视角获得含６个以上编码点的图像，即可获得摄像

系统的非线性畸变参数。因此，较传统的摄像机畸变校正方法而言，自校正过程简单快捷，成本低，多个实例证明

技术的正确性与实用性。
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１　引　　言

由于电荷耦合器件（ＣＣＤ）存在制造误差、镜片

存在曲面制造误差、各镜片间存在轴向安装误差以

及多个透镜存在对中误差等，破坏了摄影中心、待检

测点及其像点间的共线关系，产生非线性的光学畸

变，必然降低图像检测的精度［１～１３］。目前的相机畸

变校正均建立在径向畸变、偏心畸变和薄棱镜畸变

的基础之上［１～１２］，主要技术分为三类：

１）用一个结构已知、精度很高的三维（３Ｄ）或二

维（２Ｄ）标定物，建立摄影中心、待检测点及其像点

０１１５００２１
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的约束关系，获得图像的内方位元素。典型代表有

直接线性变换（ＤＬＴ）方法、Ｔｓａｉ的两步标定法、

Ｗｅｎｇ等提出的迭代法、利用透视变换矩阵的方法、

Ｍａｒｔｉｎｓ等提出的双平面标定法及张正友提出的平

面模板标定方法［１～６］。这种方法容易引入非线性畸

变系数，从而更准确地描述相机的光学成像关系，得

到较高的校正精度；但当标定板幅面大于等于

６００ｍｍ×８００ｍｍ后，其制造与（恒温恒湿）存储维

护费用剧增至十几万到几十万元人民币［１～６］。

２）自标定法无需标定物，仅靠多幅图像对应点

间的关系直接进行标定，故灵活性强，应用范围广

泛，但都需要解非线性方程组，对初值的选择十分敏

感，稳健性不高［１０～１３］。基于消隐点的标定法都是将

其作为过渡值，求圆环点的投影坐标，再利用圆环点

坐标求解基本矩阵，仍需求解Ｋｒｕｐｐａ方程，对噪声

和初值敏感［９，１０］。

３）基于主动视觉的标定方法，是通过一个可以

精确控制其运动的主动视觉平台来对摄像机进行标

定［１０～１２］。其代表性的方法是马颂德提出的基于两

组二正交运动的线性方法，杨长江等提出的改进的

方案，即分别基于４组平面正交以及５组平面正交

运动，利用图像中的极点信息来线性标定内方位元

素参数。文献［１３］在共面条件方程中引入线性的径

向畸变系数，但未考虑偏心畸变和薄棱镜畸变，并需

转台获取待定参数初值。这类算法简单，可以获得

线性解，但都需要可精确控制的摄像机运动平

台［９，１０］。

为此，本文建立含非线性畸变模型的同名像对

共面方程，无需传统昂贵的高精度标定板（或运动平

台），实现低成本、高精度的摄像系统校正。

２　基于共面条件的非线性畸变校正

２．１　摄像机非线性光学畸变模型

径向畸变会造成图像点沿着径向产生移动，离

中心点越远变形量越大。正的径向变形量会引起点

向远离像中心的方向移动；负的径向变形量会引起

点向靠近像中心的方向移动。忽略高阶的部分其数

学模型为［１，２］

δ狓ｒ＝狓［犽１（狓
２
＋狔

２）＋犽２（狓
２
＋狔

２）２］

δ狔ｒ＝狔［犽１（狓
２
＋狔

２）＋犽２（狓
２
＋狔

２）２
烅
烄

烆 ］
， （１）

摄像机的光学系统一般是由多个光学镜片组成，因

存在装配误差，这些光学镜片的光轴不会完全共线，

从而产生了偏心畸变，忽略高阶的部分其数学模

型为［１，２］

δ狓ｄ＝狆１狓（３狓
２
＋狔

２）＋２狆２狓狔

δ狔ｄ＝２狆１狓狔＋狆２狓（狓
２
＋３狔

２烅
烄

烆 ）
， （２）

薄棱镜畸变是由光学镜头制造误差和ＣＣＤ感光元

件阵列制造误差引起的图像变形，这种变形也由径

向变形分量和切向变形分量共同构成，忽略高阶的

部分其数学模型为［１，２］

δ狓ｐ＝狊１（狓
２
＋狔

２）

δ狔ｐ＝狊２（狓
２
＋狔

２烅
烄

烆 ）
， （３）

式中（狓，狔）为成像点的图像坐标。

２．２　引入非线性光学畸变模型的共面方程

对于给定两张图片犐Ａ 和犐Ｂ，其同名像对的集合

为犘，狆犻∈犘，狆犻＝（狆
Ａ
犻，狆

Ｂ
犻），犛Ａ狌１狏１狑１与犛Ｂ狌２狏２狑２

分别为狆
Ａ
犻 和狆

Ｂ
犻 对应的像空间辅助坐标系，犛１ 与犛２

分别为犛１狌１狏１狑１ 与犛２狌２狏２狑２ 的原点，对应的坐标

分别为（狌１，狏１，狑１）和（狌２，狏２，狑２），犛２ 在犛１狌１狏１狑１

中的坐标为（犫狓，犫狔，犫狕）；则狆
犃
犻 和狆

犅
犻 的共面方程式可

表示为

犉（狆犻）＝

犫狓 犫狔 犫狕

狌１ 狏１ 狑１

狌２ 狏２ 狑２

＝０， （４）

式中

狌１

狏１

狑

熿

燀

燄

燅１

＝

狓Ａ１ ＋Δ狓－狓０

狔
Ａ
１ ＋Δ狔－狔０

－

熿

燀

燄

燅犳

狌２

狏２

狑

熿

燀

燄

燅２

＝犚２×

狓Ｂ２＋Δ狓－狓０

狔
Ｂ
２＋Δ狔－狔０

－

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆 犳

， （５）

Δ狓＝δ狓ｒ＋δ狓ｄ＋δ狓， （６）

Δ狔＝δ狔ｒ＋δ狔ｄ＋δ狔ｐ， （７）

式中犳为焦距，（狓
Ａ
１，狔

Ａ
１）和（狓

Ｂ
２，狔

Ｂ
２）分别为狆

Ａ
犻 和狆

Ｂ
犻

对应的像平面坐标，犚２ 为犛２狌２狏２狑２ 相对犛１狌１狏１狑１

的三个角元素（φ，ω，κ）组成的旋转矩阵。因犫狓 只涉

及模型比例尺，故只要犘中同名像对总数超过１３，

联解（４）式即可得到５个相对定向元素（犫狔，犫狕，φ，ω，

κ）、６个畸变参数（犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，狊２）和像主点坐

标 （狓０，狔０）。

２．３　含非线性光学畸变模型的共面方程求解

采用非线性方程组最小二乘解的广义逆法求解

（４）式，设向量犡＝（犫狔，犫狕，φ，ω，κ，犽１，犽２，狆１，狆２，狊１，

狊２，狓０，狔０），犘 中同名像对总数为 犿，其雅可比

（Ｊａｃｏｂｉ）矩阵为

０１１５００２２
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犳（犡）＝

犉（狆０）

犫狔

犉（狆０）

犫狕
…犉（狆０）

狔０

犉（狆１）

犫狔

犉（狆１）

犫狕
…犉（狆１）

狔０

… … ……

犉（狆犿）

犫狔

犉（狆犿）

犫狕
…犉（狆犿）

狔

熿

燀

燄

燅０

． （８）

则（４）式最小二乘解的迭代公式为

犡
（犽＋１）

＝犡
（犽）
－α犽犣

（犽）

犃
（犽）犣

（犽）
＝ ［犉（狆０）

（犽），犉（狆１）
（犽），…，犉（狆犿－１）

（犽）］
烅
烄

烆
Ｔ
，

（９）

式中犃
（犽）为犽次迭代值犡

（犽）的雅可比矩阵，α犽 为使

∑
犿－１

犻＝０

［犉（狆犻）
（犽）］２ （１０）

达到极小值的点，本文使用有理极值法计算α犽。

３　摄像机非线性畸变自校正实验

摄像机非线性畸变自校正流程如下：

１）以自由拍摄方式从不同视角采集包含编码

点照片，采用基于Ｃａｎｎｙ算子提取法得到编码点轮

廓，利用利用最小二乘拟合法实现编码点中心圆的

亚像素定位；

２）将包含６个以上同名点的照片组成求解“包

含非线性畸变模型的共面条件方程”的数组；

３）利用成熟的模拟相对定向法
［１４］取得每一像

对的相对定向元素 （犫狔，犫狕，φ，ω，κ）；

４）将３）步解得结果和初值可设为０的（犽１，犽２，

狆１，狆２，狊１，狊２，狓０，狔０）一起代入（４）式，即可实现非线

性畸变参数求解。

３．１　实验设备及方案

采用ＭｉｃｒｏｓｏｆｔＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２００５开发了相机

标定软件，标定系统采用的具体硬件如下：

ＤＡＬＳＡ?的相机（分辨率为４Ｍｐｉｘｅｌ，成像幅

面为１７．４ｍｍ×１２．８ｍｍ）、图像采集电脑、３５ｍｍ

定焦镜头和标尺。在中国空气动力研究与发展中心

的２．４ｍ跨声速风洞试验段，以自由拍摄方式从不

同视角采集了３６幅图像，从中选取３２幅成像清晰、

亮度与对比度好的图像，图１（ａ），（ｂ）分别为本文开

发的标定软件处理第１幅与第６幅图像的界面，图

中绿色数字为编码点编号，红色数字为选中的标尺

上编码点编号。分别从选取的３２幅图像中分别选

定２，４，６，８，１２，１６，２４，２８和３２幅计算出的６个镜

头畸变参数如表１所示，随采集照片数量的变化趋

势如图２所示。

图１ 相机标定软件的图像处理界面。（ａ）第１幅图像；（ｂ）第６幅图像

Ｆｉｇ．１ Ｉｎｔｅｒｆａｃｅｏｆｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｓｏｆｔｗａｒｅｆｏｒｉｍａｇｅｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ．（ａ）ｔｈｅｆｉｒｓｔｉｍａｇｅ；（ｂ）ｔｈｅｓｉｘｔｈｉｍａｇｅ

图２ 非线性光学畸变系数变化趋势图

Ｆｉｇ．２ Ｔｅｎｄｅｎｃｙｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｏｐｔｉｃａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

ｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｗｉｔｈｐｉｃｔｕｒｅｎｕｍｂｅｒｓ

３．２　数据分析

与传统标定板的非线性畸变校正不同，由于本

次实验采用自由拍摄方式采图（有随意性），并且编

码点的密度不大（与传统标定板相比），难以用２～３

张照片实现准确的畸变参数：从表１中数据和图２

可知：当选定２幅图像解出的畸变参数较大，原因在

于参与计算畸变参数的编码点总数量为４８，并且在

ＣＣＤ上成像位置分布尚不均匀，导致解得的畸变参

数未真实反映相机的畸变现象，使用该畸变参数将

使某些位置的像素点的改正量极小，而其他位置的

０１１５００２３
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改变量较大，引起畸变参数失真现象；当选定图像数

量从４增加到１２，参与计算畸变参数的编码点总数

量从９６增至２８８个，由于采集的照片视角不同，标

尺上编码点与洞体上编码点的成像坐标一般不同，

其成像位置在ＣＣＤ上各个方位都开始有分布，因此

计算出的镜头畸变参数值迅速减小，开始收敛；当选

定图像数量从１６增加到３２，参与计算畸变参数的

编码点总数量从３８４增至７６８个，其成像位置在

ＣＣＤ各个方位基本都有分布。因此，计算出畸变参

数值已经收敛，变化极小，即，此时再增加参与计算

畸变参数的编码点数量，对于提高畸变参数解算精

度效果不明显。

表１ ＤＡＬＳＡ相机畸变系数变化趋势

Ｔａｂｌｅ１ ＴｅｎｄｅｎｃｙｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆＤＡＬＳＡｃａｍｅｒａｗｉｔｈｐｉｃｔｕｒｅｓ

Ｎｕｍｂｅｒ 犽１ 犽２ 狆１ 狆２ 狊１ 狊２ 狓０ 狔０

２ －６．１５×１０－３ ２．２３×１０－５ ３．４８×１０－５ －７．２９×１０－４ ３．８９×１０－３ ７．６９×１０－３ －１．６５×１０－３ －６．０３×１０－３

４ ５．１７×１０－５ ９．８７×１０－７ １．０９×１０－５ －６．６２×１０－５－１．２４×１０－４ ３．２４×１０－４ ５．６３×１０－４ －４．６０×１０－４

８ －４．３３×１０－４ １．７２×１０－５ －１．６１×１０－５ １．０７×１０－５ ２．５５×１０－４ ２．９７×１０－４ －９．６３×１０－４ ４．９２×１０－４

１２ －９．６０×１０－５ ４．５３×１０－６ －９．３４×１０－６ －３．７０×１０－６ １．６２×１０－４ １．３８×１０－４ －２．３０×１０－５ ２．４６×１０－５

１６ －７．６６×１０－５ ４．２０×１０－６ －６．３９×１０－６ １．２７×１０－５ １．７７×１０－５ －１．１６×１０－５ －５．５４×１０－５ １．９８×１０－５

２４ －７．７４×１０－５ ３．５１×１０－６ －４．０１×１０－６ ６．１４×１０－６－５．８０×１０－７ －２．５２×１０－５ －３．４９×１０－６ －１．６０×１０－６

２８ －６．８４×１０－５ ３．１６×１０－６ －３．７４×１０－６ ５．４９×１０－６－２．４６×１０－６ －２．０７×１０－５ －２．９９×１０－６ －６．１９×１０－６

３２ －６．６１×１０－５ ３．１２×１０－６ －３．８７×１０－６ ５．３６×１０－６－５．３２×１０－６ －２．２４×１０－５ －３．０４×１０－６ ５．９３×１０－６

　　因此，当参与计算畸变参数的编码点总数量达

到６７２个，即当参加标定的编码点在相机ＣＣＤ各个

方位都有成像，本文方法可以得到摄像机正确的非

线性畸变模型。若采用传统高密度已知点的标定

板，即增加拍摄照片中同名点密度，本文方法也能通

过少量照片得到准确的摄像机非线性畸变参数。

采用表１中Ｎｕｍｂｅｒ为２８时的畸变参数，校正

２．４ｍ跨声速风洞中的ＤＡＬＳＡ相机，测得试验段

底部的编码标记点的３Ｄ坐标如表２所示，表中采

用的相对误差计算式为

ε＝
Δ犾ｍａｘ
犚
， （１１）

式中ε为相对误差，Δ犾ｍａｘ为像点残差（像点真实值与

计算值之差）的最大值，犚为相机成像幅面的对角线

长度。与未作校正的结果（如表３所示）比较，解算

的试验段底部的编码标记点的像点残差均有所下

降，其中４７号点像点残差从１．３５０×１０－３降至

１．５５７５×１０－４。

采用本文方法分别对单反数码相机尼康 Ｄ８０

（２４ｍｍ定焦镜头）和佳能５ＤＭａｒｋＩＩ（４５ｍｍ定焦

镜头）进行标定，解得其非线性光学畸变系数如表４

所示。

表２ 经校正的相机解算数据

Ｔａｂｌｅ２ ３ＤＤａｔａｗｉｔｈｃａｍｅｒａｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

Ｃｏｄｅｎｕｍｂｅｒ 犡／ｍｍ 犢／ｍｍ 犣／ｍｍ Ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｌｅｒａｎｃｅ

１１９ ３３４．９５５ ２９４．４１６ －２１０６．８２２ １．７７９３×１０－４

７０１ ３９８．９６５ －６．７６７ －２０６５．６１７ １．２４６５×１０－５

１８３ ５８０．２１９ －１２６．９６８ －２０９７．５０７ ９．９８７１×１０－５

６２７ ６５２．６６８ －２６３．４５６ －２０９２．７４２ １．７５５３×１０－４

２４１ －１３５．０４ ３１０．３５４ －１９８２．１５８ １．６４３２×１０－４

５０３ ５２３．１６３ －３１５．２３６ －２０４７．６９１ ２．８１３３×１０－４

１５ －７６．３２０ １３９．４２９ －１９６２．１１６ １．６０３７×１０－４

１１６ ４１５．８６６ －３６１．５１８ －２００９．４７３ １．７９９８×１０－４

３１９ －３１０．１５４ －３２６．２７２ －１８２２．４７７ ２．４１７９×１０－４

１１５ －４９９．１１５ －２１７．５８３ －１７８８．２２３ ５．７３８９×１０－４

９ ３５７．９２４ －２２７．９５３ －２０１４．４７９ １．４６２７×１０－４

４７ ３０８．０４３ －６９．９７７ －２０２７．０３２ １．５５７５×１０－４

９９１ ４２３．０８５ １６８．８５０ －２１０６．９６５ ２．４６１３×１０－４

６８７ ５０９．１７４ ３５．９３１ －２１０６．５５３ １．３１３１×１０－４

０１１５００２４
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表３ 未径校正的相机解算数据

Ｔａｂｌｅ３ ３ＤＤａｔａｗｉｔｈｏｕｔｃａｍｅｒａｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

Ｃｏｄｅｎｕｍｂｅｒ 犡／ｍｍ 犢／ｍｍ 犣／ｍｍ Ｒｅｌａｔｉｖｅｔｏｌｅｒａｎｃｅ

１１９ ３３４．８４７ ２９４．３８１ －２１０６．４７８ ２．８６１×１０－４

７０１ ３９８．８０７ －６．７６４ －２０６５．００１ ９．０８９×１０－４

１８３ ５８０．３３３ －１２６．９８８ －２０９８．４２２ １．５１４×１０－４

６２７ ６５３．２７４ －２６３．７１１ －２０９５．５７９ ７．７３４×１０－４

２４１ －１３５．０５９ ３１０．３４３ －１９８１．９５４ ６．５９０×１０－４

５０３ ５２３．３５２ －３１５．３８３ －２０４９．０７７ ３．８９６×１０－４

１５ －７６．２９０ １３９．３７７ －１９６１．１８４ １．１９１×１０－３

１１６ ４１５．９０８ －３６１．６０５ －２０１０．２４１ １．８１２×１０－４

３１９ －３１０．４８２ －３２６．５０５ －１８２４．２２０ ５．４０７×１０－４

１１５ －５０１．０４７ －２１８．２７９ －１７９５．１４４ ７．６２５×１０－４

９ ３５７．８１２ －２２７．９０３ －２０１４．１３８ １．０３７×１０－３

４７ ３０７．８９０ －６９．９４８ －２０２６．１７６ １．３５０×１０－３

９９１ ４２２．９６３ １６８．８３２ －２１０６．６３０ ３．２２３×１０－４

６８７ ５０９．０９８ ３５．９４２ －２１０６．５６４ １．７４６×１０－４

表４ Ｄ８０与５ＤＭａｒｋＩＩ的非线性光学畸变系数

Ｔａｂｌｅ４ ＮｏｎｌｉｎｅａｒｏｐｔｉｃａｌｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓＤ８０ａｎｄ５ＤＭａｒｋＩＩｃａｍｅｒａ

犽１ 犽２ 狆１ 狆２ 狊１ 狊２

Ｄ８０ －２．１４９Ｅ×１０－５ ８．８７５×１０－７ －４．０７４×１０－６ －１．０４６×１０－６ ４．３１４×１０－５ ７．６４９×１０－６

５ＤＭａｒｋＩＩ －４．８６４×１０－７ ７．１８３×１０－９ －８．１６４×１０－８ －３．０９０×１０－７ １．３５１×１０－５ ６．６１１×１０－６

４　结　　论

直接在同名像对的共面条件方程中引入非线性

畸变模型的思想，推导含非线性畸变系数的共面条

件方程，建立其求解方法，以节省高精度的标定板

（或运动平台）高昂的制造费用与恒温恒湿的存储维

护费用，极大降低相机标定的成本。３个（包括

２．４ｍ跨声速风洞现场）相机标定实验表明本文方

法能够实现摄像机非线性畸变自校正，具有实用

价值。
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