
书书书

第３１卷 光　学　学　报 光学前沿———信息光学

２０１１年６月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 专　　刊

分步傅里叶法求解非线性薛定谔方程的改进及
其数值计算
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摘要　在分步傅里叶法求解非线性薛定谔方程的基础上，介绍了一种时间窗口和步长动态自适应调整的改进算

法，该算法根据时域脉冲的扩散情况调整时间窗口，采用局部误差法控制计算步长，在保证精度的同时提高了计算

效率。讨论了数值计算时如何正确选取正、逆傅里叶变换的形式，分析了如何由离散的计算结果近似连续的时域

和频域波形。模拟了光子晶体光纤中超连续谱的产生，验证了算法的正确性。
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１　引　　言

非线性薛定谔方程（ＮＬＳＥ）是光通信领域中常

用的传输方程，广泛应用于光纤通信中交叉相位调

制［１］、四波混频［２］和光孤子传输［３］等领域的研究。

通过ＮＬＳＥ的求解还可以模拟分析超连续谱（ＳＣ）

的产生［４～６］，用于优化超连续谱光源的设计。求解

ＮＬＳＥ有多种解析和数值解法，解析法包括逆射法、

微扰法和变分法等，数值法包括有限差分法、有限元

法和分步傅里叶法（ＳＳＦＭ）等。然而ＮＬＳＥ一般情

况下没有解析解，对其求解多采用数值方法。数值

求解中ＳＳＦＭ是一种较常用的方法
［７］，因为计算机

求解时采用了快速傅里叶变换，在相同精度下有较

快的计算速度。

在分步傅里叶算法中，需要仔细考虑沿光纤长

度的步长、时间窗口以及时间分辨率的选取。时间

窗口应该宽到能够容纳脉冲的所有部分，同时为满

ｓ１００５１０１
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足在较宽的谱带内研究问题，必须减小采样时间间

隔。步长的选取决定了计算的精度，不恰当的步长

选择可能会引起伪边带抖动［８］和伪四波混频［９］等失

真现象，较小的步长选取可以提高精度，但是降低了

计算的效率。论文介绍了一种时间窗口和步长动态

自适应的计算方法［１０，１１］，该方法减少了计算量，提

高了计算效率。

用计算机语言实现ＳＳＦＭ 时还应注意正、逆傅

里叶变换形式的选取，正逆傅里叶变换选取的不同

造成时域和频域镜像对称变换，对于非对称的时域

和频域分布将导致错误的结果［１２］。另外，在数值模

拟时还应考虑如何由离散傅里叶变换的计算结果得

到近似的连续频谱和时间波形［１３］。

本文介绍了分步傅里叶变法的原理、改进方案、

数值计算时正、逆傅里叶变换如何选取以及如何由

离散结果近似连续波形等问题，最后用改进的

ＳＳＦＭ模拟了飞秒脉冲抽运光子晶体光纤（ＰＣＦ）中

ＳＣ的产生。

２　广义非线性薛定谔方程

光纤中脉冲演化的广义非线性薛定谔方程可表

示为［１４］

犃

狕
＋
１

２
α＋ｉα１



（ ）犜 犃＋∑
犕

犿＝２

ｉ犿－１β
犿

犿！

犿犃

犜
＝

ｉγ＋ｉγ１


（ ）犜 犃（狕，犜）∫
∞

０

犚（犜′）犃（狕，犜－犜′）
２ｄ［ ］犜′ ，

（１）

式中犃为脉冲包络迹，犜＝狋－狕／狏ｇ＝狋－β１狕表示延时

系中的时间，α是介质损耗系数，β犿 ＝（ｄ
犿

β／ｄω
犿）ω＝ω０ 表

示各阶色散，ω０为脉冲中心频率，γ＝狀２ω０／（犮犃ｅｆｆ）为非

线性系数。狀２为非线性折射率系数，犃ｅｆｆ为有效模场面

积，犮为光速。

非线性响应函数犚（狋）同时包括电子贡献和原

子核贡献，假设电子贡献几乎是瞬时的，犚（狋）函数可

以写为

犚（狋）＝ （１－犳Ｒ）δ（狋）＋犳Ｒ犺Ｒ（狋）， （２）

式中犳Ｒ＝０．１８表示延迟拉曼响应对非线性极化的

小数贡献，犺Ｒ（狋）为拉曼响应函数，其有用形式为

犺Ｒ（狋）＝
τ
２
１＋τ

２
２

τ１τ
２
２

ｅｘｐ（－狋／τ２）ｓｉｎ（狋／τ１）， （３）

式中τ１和τ２是两个可调节的参量，模拟计算中常取

τ１＝１．２２ｆｓ，τ２＝３２ｆｓ。为提高数值模拟的精度，可

使用由实际光纤的拉曼增益谱得到的拉曼响应函数

犺Ｒ（狋）的时变曲线。

３　分步傅里叶算法

为方便分步傅里叶算法求解广义非线性薛定谔

方程，将（１）式改为

犃

狕
＝ （^犇＋犖^）犃， （４）

式中 犇^ 是微分算符，表示线性介质的色散和吸收；

犖^ 是非线性算符，代表非线性效。和（１）式相比，这

两个算子可表示为

犇^ ＝－
１

２
α＋ｉα１



（ ）犜 －∑
犕

犿＝２

ｉ犿－１β
犿

犿！

犿

犜
， （５）

犖^ ＝
ｉ

犃
γ＋ｉγ１



（ ）犜 ×

犃（狕，犜）∫
∞

０

犚（犜′）犃（狕，犜－犜′）
２ｄ［ ］犜′ ，（６）

（６）式中的积分项是两个函数的卷积，数值计算时可

通过傅里叶变换和逆变换求解，用Ω 表示积分项，

则有

Ω＝∫
∞

０

犚（犜′）犃（狕，犜－犜′）
２ｄ犜′＝

犉－ 犉犚（犜［ ］）犉 犃（狕，犜）［ ］｛ ｝２ ， （７）

式中犉和犉－分别表示傅里叶正、逆变换。用Ω取

代（６）式中的积分项，则（６）式可化为

犖^ ＝ｉγΩ＋
ｉ

ω０犃


犜
［犃（狕，犜）Ω｛ ｝］． （８）

　　一般来说，沿光纤的长度方向色散和非线性是

同时作用的。分步傅里叶方法假定在传输过程中，

当传输距离很小时二者是独立作用的，从而得到一

个近似结果。也就是说从狕到狕＋犺可以分为两步：

１）认为 犇^ ＝０，非线性算子单独作用；２）认为 犖^ ＝

０，色散算子单独作用。图１表达了这种方法，该过

程的数学表达式表示为

犃（狕＋犺，犜）≈ｅｘｐ（犺^犇）ｅｘｐ（犺^犖）犃（狕，犜）．（９）

图１ 分步傅里叶方法示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｐｌｉｔｓｔｅｐ

Ｆｏｕｒｉｅｒｍｅｔｈｏｄ

　　为改善分步傅里叶算法的精度，常采用对称分

步傅里叶算法。如图２所示，该方法中非线性效应

包含在小区间的中间而不是边界，从狕到狕＋犺传

输，光场仅在狕＋犺／２处乘以一个非线性项，以表示

ｓ１００５１０２
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整个区间犺上的非线性效应，光场在前后的犺／２距离

上传输只与色散有关。该过程用数学表达式表示为

犃（狕＋犺，犜）≈ｅｘｐ
犺
２
＾（ ）犇 ｅｘｐ∫

狕＋犺

狕

犖（狕′）ｄ［ ］狕′ ×

ｅｘｐ
犺
２
＾（ ）犇 犃（狕，犜）． （１０）

图２ 用于数值模拟的对称分步傅里叶方法示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｉｚｅｄ

ｓｐｌｉｔｓｔｅｐＦｏｕｒｉｅｒｍｅｔｈｏｄｕｓｅｄｆｏｒｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｓ

图３ 时间窗口犜与犜ｐｏｒｔ示意图

Ｆｉｇ．３ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｉｍｅｗｉｎｄｏｗ犜ａｎｄ犜ｐｏｒｔ

４　动态自适应分步傅里叶变换

４．１　时间窗口自适应

在数值模拟中，时间窗口的选取必须满足其宽

度可以容纳脉冲的所有部分，计算时一般先提前预

判脉冲展宽的最大程度，设定一个固定的较宽的时

间窗口。对于前期脉冲较窄后期脉冲较宽的传输情

况，固定时间窗口的计算方法增加了计算量，降低仿

真模型的计算效率。

时间窗口的调整是通过计算脉冲能量的扩散来

确定的，如图３所示，犜为设定的时间窗口，犜ｐｏｒｔ为

脉冲中间部分。传输过程中计算犜ｐｏｒｔ部分区域内的

脉冲能量，当该区域内的能量值与整个脉冲的能量

值的比值超过阈值犵时，自适应算法将时间窗口犜

与犜ｐｏｒｔ都增加为原来的２倍，而采样时间间隔不

变［１０］。比如：计算时可取犜ｐｏｒｔ＝３犜／４，犵＝９９．９９，

脉冲犃的能量定义为

犃 ＝∫犃（狋）２ｄ［ ］狋
１／２

， （１１）

数值计算时可以根据精度的要求调整犜ｐｏｒｔ的比例以

及阈值犵的大小。

４．２　步长动态自适应

改进传统的分步傅里叶算法中固定步长的方

案，采用一种可以根据系统精度要求自适应调整步

长的算法［１１］。步长动态自适应的方法中，首先取步

长为２犺，求出粗糙解犃ｃ；然后取步长为犺，求解两次

得出精确解犃ｆ；经步长２犺得到的解设为

犃＝
４

３
犃ｆ－

１

３
犃ｃ， （１２）

由粗糙解和精确解得到一个局部误差量

δ＝
犃ｆ－犃ｃ
犃ｆ

， （１３）

设定误差参数δｇ，调整步长使局部误差保持在

１／２δｇ～δｇ之间，建立步长调整模型如下：

犺＝犺／２， δ＞２δｇ

犺＝犺／２
１／３，δｇ＜δ＜２δｇ

犺＝犺， １／２δｇ＜δ＜δｇ

犺＝２
１／３犺， δ＜１／２δ

烅

烄

烆 ｇ

（１４）

式中当δ＞２δｇ 时视为误差较大项，将计算结果舍

去。模拟计算时逐步累积步长，当达到计算长度时

停止求解。

５　分步傅里叶变换的计算机实现

在利用计算机进行求解时应该注意正、逆傅里

叶变换的选取和如何由离散傅里叶变换的计算结果

得到近似频谱和时间波形。

５．１　傅里叶正、逆变换的选取

在非线性光学领域，光波场正、负频率表示的选

取往往决定了正、逆傅里叶变换形式以及基本耦合

波方程和非线性薛定谔方程的形式，而已知的非线

性薛定谔方程是选取负频率表示的结果，因此正、逆

傅里叶变换形式的选取不是任意的。在采用基于傅

里叶变换数值方法求解非线性薛定谔方程时，要注

意所用编程语言中快速傅里叶正、逆变换的形式。

而在大多数编成语言中其快速傅里叶正、逆变换形

式与非线性光学中应采用的傅里叶变换形式恰好相

反，因此时而出现一些错误的计算结果［１２］。

已知在单模光纤中如果忽略横向分布，一个中

心频率为ω０ 的准单色光波可以表示为

犈（狕，狋）＝犃（狕，狋）ｅｘｐ（±ｉω０狋）， （１５）

式中±为正频率或负频率表示，犃（狕，狋）为光波的包

络函数。若光波选取负频率表示则对应的傅里叶

正、逆变换形式为
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珦犃（狕，Δω）＝∫
∞

－∞

犃（狕，狋）ｅｘｐ（ｉΔω狋）ｄ狋， （１６）

犃（狕，狋）＝
１

２π∫
∞

－∞

珟犃（狕，Δω）ｅｘｐ（－ｉΔω狋）ｄΔω，（１７）

而常规的傅里叶正、逆变换如下：

珦犃（狕，Δω）＝∫
∞

－∞

犃（狕，狋）ｅｘｐ（－ｉΔω狋）ｄ狋， （１８）

犃（狕，狋）＝
１

２π∫
∞

－∞

珦犃（狕，Δω）ｅｘｐ（ｉΔω狋）ｄΔω，（１９）

式中Δω＝ω－ω０，即将频域空间的坐标原点移到

ω０。可见，若光波选取负频率表示，则傅里叶变换形

式与常规不同，不同点在于指数因子项，正、逆变换

的指数因子项刚好相反。如果光波的表达形式中选

择正频ｅｘｐ（ｉω０狋），则傅里叶变换和常规形式相同。

计算时如果不注意正负傅里叶变换的选取将导

致错误的结果。正逆傅里叶变换的不同相当于正负

频率表示选取的不同，正逆傅里叶变换选取不同造

成时域和频域镜像对称变换。对于脉冲时域和频域

分布对称，其镜像对称没有变化，此时正、逆傅里叶

选取不会对结果造成影响，但是如果时域和频域分

布不是对称的将会出现错误。

５．２　近似频谱和时间波形

离散的傅里叶变换计算的结果并不能直接表示

连续的时域和频域波形，其转换需要乘以相应的系

数，在进行傅里叶变换计算时应注意以下两点［１３］：

１）对一个时间有限的连续信号进行傅里叶分

析。求得离散傅里叶变换后将计算结果乘以系数

犜ｓ（采样时间间隔），即可得到其近似频谱；

２）由频谱合成的波形。如果已知某信号的频

谱在正、负频率范围内共占据频带犳ｓ，利用离散傅

里叶逆变换计算的结果乘以系数犳ｓ即可获得其近

似的时间波形。

由于计算机只能进行离散处理，所以必须将所

求解的方程离散化处理，进行离散傅里叶变换

（ＤＦＴ）和离散傅里叶逆变换（ＩＤＦＴ）运算。ＤＦＴ和

ＩＤＦＴ的算法如下：设有限长序列狓（狀）长度为

犖（在０≤狀≤犖－１范围内），其离散傅里叶变换

犡（犽）仍然是一个长度为犖（在０≤犽≤犖－１范围内）

的频域有限长序列，犡（犽）对应的角频率为ω（犽）＝

２π犽／（犖犜ｓ）　（０≤犽≤犖－１），其中犜ｓ是序列的采样

时间间隔。正、逆变换的关系式为

犡（犽）＝犉ｄ［狓（狀）］＝∑
犖－１

狀＝０

狓（狀）×

ｅｘｐ（－ｊ２π犽狀／犖）　（０≤犽≤犖－１）， （２０）

狓（狀）＝犉－ｄ［犡（犽）］＝
１

犖∑
犖－１

犽＝０

犡（犽）×

ｅｘｐ（ｊ２π犽狀／犖）　（０≤狀≤犖－１）． （２１）

　　直接使用（２０），（２１）式运算速度很慢，所以实际

计算时，通常采用快速傅里叶变换（ＦＦＴ）和快速傅

里叶逆变换（ＩＦＦＴ）进行计算。结合上一部分的分

析，光波选取负频率表示，则正、逆傅里叶变换的

Ｍａｔｌａｂ语言应该为

Ａ＿ｆ＝ｆｆｔｓｈｉｆｔ［ｉｆｆｔ（Ａ＿ｔ）］犖犜ｓ；　　　　

　％正变换，犖 为采样点数

Ａ＿ｔ＝ｆｆｔｓｈｉｆｔ｛ｆｆｔ［ｉｆｆｔｓｈｉｆｔ（Ａ＿ｆ）］｝／犖／犜ｓ；　

　％逆变换，犜ｓ为采样时间间隔

６　优化的分步傅里叶算法模拟超连续

谱的产生

利用优化的分步傅里叶算法，文献［５］中的参

数，模拟飞秒脉冲抽运光子晶体光纤超中连续谱的

产生。光纤长度为１５ｃｍ，零色散波长为７８０ｎｍ，非

线性系数为γ＝０．１１Ｗ
－１ｍ－１。抽运为无啁啾的双

曲正割脉冲，波长为８３５ｎｍ，其峰值功率为１０ｋＷ，

脉冲半宽度（在峰值强度的１／ｅ处）为犜０＝２８．４ｆｓ，

脉冲半峰全宽为（在峰值强度的１／２处）为５０ｆｓ，抽

运波长处的色散参量值β２～β１０（单位为ｐｓ
犿／ｋｍ，其

中犿 为色散的阶数）分别为－１１．８３，８．１０３８×

１０－２，－９．５２０５×１０－５，２．０７３７×１０－７，－５．３９４３×

１０－１０，１．３４８６×１０－１２，－２．５４９５×１０－１５，３．０５２４×

１０－１８，－１．７１４０×１０－２１。

计算结果如图４所示，脉冲经历了一个初始压

缩阶段，这是高阶孤子的普遍特征，但其频谱因

ＳＰＭ被展宽。然后再传输约１ｃｍ之后，孤子由于

受到高阶色散和非线性效应引起的扰动而产生分

裂，脉冲分裂为多个基阶孤子。在狕＝１ｃｍ处，频谱

有了质的变化，演变为典型的超连续谱。从计算结

果可以看出，传输距离在２ｃｍ之前脉冲展宽较小，

此时可以设定较小的时间窗口提高计算速度，２ｃｍ

之后脉冲加速展宽，此时时间窗口动态增大。和传

统的计算方法相比，时间窗口和步长的动态自适应

提高了计算效率。
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图４ 峰值功率为１０ｋＷ的５０ｆｓ脉冲入射到１５ｃｍ

长的ＰＣＦ后的（ａ）频域演化，（ｂ）时域演化

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｓｐｅｃｔｒａｌａｎｄ（ｂ）ｔｅｍｐｏｒａｌｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆａ５０ｆｓ

ｐｕｌｓｅｌａｕｎｃｈｅｄｗｉｔｈ１０ｋＷｐｅａｋｐｏｗｅｒｉｎｔｏａ１５ｃｍ

　　　　　　　　　ｌｏｎｇＰＣＦ

　　在相同的计算设备和计算精度下，获得和图４

相同的计算结果，传统算法和改进算法在计算时间

上的比较如表１所示。传统的分步傅里叶计算方法

中，时间窗口为一固定值，为保证正确的计算结果必

须设置较大的初始时间窗口，这必然降低仿真模型

的计算效率。因此，在时间窗口的选择上传统算法

显然不如改进算法。在步长的选择上，传统算法采

用固定步长方案，如果初始步长选择过大，则可能由

于计算精度较差而得到错误的仿真结果。而改进算

法采用步长动态自适应方案，如果初始步长选择过

大，则可根据计算精度动态调整步长，但在步长调整

时需多次求解，然后进行误差比较，增加了计算量。

为保证得到相同的计算结果，在做计算时间对比时，

表１中传统算法采用时间窗口动态自适应方案，但

是步长为固定值，其初始步长大小为改进算法中的

最小步长。

表１ 传统算法和改进算法计算时间的比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌａｎｄｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄｓ

Ｆｉｂｅｒ

ｌｅｎｇｔｈ／ｃｍ

Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｔｉｍｅ／ｓ

Ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ Ｉｍｐｒｏｖｅｄｍｅｔｈｏｄ

０．５ ０．８６９４ ０．１６６０

１ １．７０００ ０．４４３４

２ ３．３５９０ ０．７４４５

５ １２．８１７４ １．８２２６

１０ ４３．１１１６ ５．８５８９

１５ ９０．６７７７ １６．１２６８

　　从表１的计算时间对比结果中可以看出，改进

算法的计算效率明显优于传统算法。改进算法虽然

在步长动态调整时增加了计算步骤，但是通过步长

调整减少了总的计算量，在保证精度的前提下缩短

了计算时间，有效地提高了计算效率。

７　结　　论

介绍了一种改进的动态自适应算法。改进的算

法不需要预先估计时间窗口，可根据脉冲扩散情况

进行动态调整，避免了预设窗口过大带来的计算量

过大问题。算法通过局部误差的判断动态调整步

长，在保证精度的同时提高了计算效率。讨论如何

了正确选取傅里叶变换的形式，分析了离散傅里叶

计算结果与连续波形的转换关系，给出了数值计算

时正、逆傅里叶变换对应的 Ｍａｔｌａｂ语言。最终用改

进的ＳＳＦＭ 模拟了飞秒脉冲抽运ＰＣＦ中ＳＣ的产

生，并对比分析了传统算法和改进算法的计算时间。

计算结果与文献报道相同，验证了算法的正确性。

传统算法和改进算法计算时间的对比结果表明，改

进算法在保证精度的前提下有效地提高了计算

效率。
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