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摘要　提出了一种求解共焦镀层理想导体椭球粒子对任意角度入射高斯波束散射的解析方法。利用椭球矢量波

函数把入射和散射电磁场展开，待求的展开系数由适当的边界条件推出的线性方程组确定。对于理想导体和镀层

理想导体椭球粒子，给出了归一化微分散射截面的数值计算结果，并讨论了其散射特性。
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１　引　　言

随着激光技术的发展，激光作为光源已经被广

泛应用到了颗粒测量领域，比如激光相多普勒仪，通

过测量粒子散射强度的分布，研究粒子的形状、尺

寸、折射率和运动速度；在环境科学中，也可通过测

量大气悬浮颗粒对光束散射来监测大气污染等。因

此研究粒子对光束的散射是近年的热点。在处理很

多实际问题时，为了研究方便，经常采用一些简化模

型，如将粒子简化为球形、柱形、椭球形等。球形和

柱形粒子散射已经相当成熟，与此相比，椭球粒子对

有形光束的散射研究相对较少，主要原因在于椭球

波函数的表述形式复杂，给理论推导以及数值计算

带来了很大困难，对于多层椭球对有形激光束的散

射研究更少。

Ａｓａｎｏ等
［１，２］采用在椭球坐标系中用分离变量

法求解矢量波函数，研究了具有任意尺寸和折射率

的均匀各向同性椭球对线偏振平面波的散射。

Ｓｅｂａｋ等
［３］分析了共焦点介质镀层导体椭球对平面

波的散射。Ｌｉ等
［４］给出了封闭在共焦点天线罩内

的长椭球形天线辐射的解析解。从理论上讲，多层

ｓ１００１１５１
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椭球的散射可利用广义边界条件法（ＥＢＣＭ）来研

究［５］。对于入射有形波束的情况，Ｂａｒｔｏｎ
［６，７］计算了

椭球内部和外部场的强度分布。Ｇｏｕｅｓｂｅｔ等
［８～１０］

提出的广义 Ｍｉｅ理论（ＧＬＭＴ）是一种描述球形粒

子对有形波束散射的有效方法，已经被 Ｈａｎ等
［１１，１２］

推广到在轴入射椭球粒子的情况。Ｘｕ等
［１３］研究了

椭球粒子对任意指向和位置的有形波束散射的一般

情况，并已经应用到了对椭球粒子辐射压力（ＲＰＦ）

的计算［１４］。

在已有的研究基础上，本课题组［１５］给出了任意

角度入射的高斯波束用椭球矢量波函数的无穷级数

展开的表达式。所以在广义 Ｍｉｅ理论的框架内可

以得到椭球对任意入射高斯波束散射的解析解。本

文主要研究了任意取向的共焦点介质镀层导体椭球

对高斯波束的散射。

２　理　　论

如图１所示，假设自由空间的高斯波束沿着笛

卡尔直角坐标系犗′狓′狔′狕′的狕′轴方向传播。高斯波

束的束腰中心位于原点犗′，时间因子为ｅｘｐ（－ｉω狋）。

为了确定镀层椭球的位置和空间取向，图中引入辅

助坐标系犗狓″狔″狕″与坐标系犗′狓′狔′狕′平行。镀层椭

球的中心位于原点犗，在坐标系犗′狓′狔′狕′中的坐标

为（狓０，０，狕０）。坐标系犗狓狔狕是由犗狓″狔″狕″旋转一个

欧勒角β而得到，镀层椭球的长轴沿狕轴方向。导体

椭球的长半轴和短半轴用犪１ 和犫１ 表示，介质镀层的

长半轴和短半轴用犪２和犫２表示，共同的半焦距为犳。

图１ 镀层椭球粒子所在坐标系犗狓狔狕与笛卡尔

坐标系犗狓″狔″狕″的关系

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ犗狓狔狕ｏｆａ

ｃｏａｔｅｄｓｐｈｅｒｏｉｄａｌｐａｒｔｉｃｌｅａｎｄｔｈｅＣａｒｔｅｓｉａｎ犗狓″狔″狕″

以ＴＥ模为例，在坐标系犗狓狔狕下，入射高斯波

束的电磁场用椭球矢量波函数 犕狉
（１）
ｅ
ｏ
犿狀（犮，ζ，η，）和

犖狉
（１）
ｅ
ｏ
犿狀（犮，ζ，η，）展开为

犈犻 ＝犈０∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［犌犿狀，ＴＥ犕
狉（１）
ｅ犿狀（犮，ζ，η，）＋

ｉ犌犿狀，ＴＭ犖
狉（１）
ｏ犿狀（犮，ζ，η，）］， （１）

式中下标中的ｏ和ｅ分别表示奇函数和偶函数，

犮＝犽犳，犌
犿
狀，ＴＥ 和犌

犿
狀，ＴＭ 为展开系数或波束因子，可具

体表示为［１６，１７］

　

犌犿狀，ＴＥ

犌犿狀，
［ ］

ＴＭ

＝∑
∞

狉＝０，１

′∑
狉＋犿

狊＝０

２（狉＋２犿）！
（２狉＋２犿＋１）狉！

ｉ－狉－犿

犖犿狀

犱犿狀狉 （犮）
犵
狊犿
狉＋犿，ＴＥ

犵
狊犿
狉＋犿，

［ ］
ＴＭ

， （２）

犵
狊犿
狀，ＴＥ

犵
犿狊
狀，

［ ］
ＴＭ

＝
２

（１＋δ狊０）（１＋δ犿０）
ｉ狀
２狀＋１
狀（狀＋１）

（－１）
狊＋犿

（狀＋狊）！（狀－犿）！
（狀－狊）！（狀＋犿）［ ］！

１／２ 犵
狊
狀，ＴＥ

犻犵
狊
狀，

［ ］
ＴＭ

×

（－１）
狀狌

（狀）
犿狊（π＋β）±狌

（狀）
犿狊（β［ ］）， （３）

狌
（狀）
犿狊（β）＝

（狀＋犿）！（狀－犿）！
（狀＋狊）！（狀－狊）［ ］！

１／２

∑
σ

狀＋狊

狀－犿－（ ）σ
狀－狊（ ）σ

（－１）
狀－犿－σ ｃｏｓβ（ ）２

２σ＋狊＋犿

ｓｉｎβ（ ）２
２狀－２σ－狊－犿

，（４）

　　其中，（２）式求和号的上标表明当狀－犿为偶数

时对狉的偶数值求和，当狀－犿为奇数时对狉的奇数

值求和，犱犿狀狉 （犮）和犖犿狀 分别是角函数犛犿狀（η）的展开

系数和归一化常数。在（３）式中，当犿 ≠０和狊≠０

时，有δ犿０ ＝０和δ狊０ ＝０，而δ００ ＝１。系数犵
狊
狀，ＴＥ 和

犵
狊
狀，ＴＭ为高斯波束在犗狓″狔″狕″下的球坐标系展开系

数，文献［９，１０］中给出了积分法、有限级数法以及局

域近似法共３种计算方法。

对于在轴入射高斯波束 （狓０＝０），只有犵
１
狀，ＴＥ和

犵
１
狀，ＴＭ 不为零，可表示为

犵
１
狀，ＴＥ ＝－

１

２
犵狀，　犵

１
狀，ＴＭ ＝－

ｉ

２
犵狀， （５）

　　当高斯波束采用ＤａｖｉｓＢａｒｔｏｎ模式时，系数犵狀

可用如下所示的局域近似公式计算［９，１８］：

犵狀 ＝
１

１＋２ｉ狊狕０／狑０
ｅｘｐ（ｉ犽狕０）ｅｘｐ

－狊
２（狀＋１／２）

２

１＋２ｉ狊狕０／狑［ ］
０

，

（６）

式中狊＝
１

犽狑０

，狑０ 为高斯波束的束腰半径。

所以，在轴高斯波束的展开系数犌犿狀，ＴＥ 和犌
犿
狀，ＴＭ

可简化为如下的较简单的形式

ｓ１００１１５２
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犌犿狀，ＴＥ

犌犿狀，
［ ］

ＴＭ

＝
２（－１）

犿

犖犿狀
∑
∞

狉＝０，１

′
犱犿狀狉 （犮）

（狉＋犿）（狉＋犿＋１）
犵狉＋犿

（２－δ０犿）
ｄ犘犿狉＋犿（ｃｏｓβ）

ｄβ

２犿
犘犿
狉＋犿（ｃｏｓβ）

ｓｉｎ

熿

燀

燄

燅β

， （７）

　　镀层椭球的散射场可表示为

犈狊 ＝犈０∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［β犿狀犕
狉（３）
ｅ犿狀（犮，ζ，η，）＋ｉα犿狀犖

狉（３）
ｏ犿狀（犮，ζ，η，）］， （８）

由（１）式和（８）式可写出介质镀层内场的展开式为

犈狑 ＝犈０∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［δ犿狀犕
狉（１）
ｅ犿狀（犮１，ζ，η，）＋δ′犿狀犕

狉（３）
ｅ犿狀（犮１，ζ，η，）］＋ｉγ犿狀犖

狉（１）
ｏ犿狀（犮１，ζ，η，）＋

ｉγ′犿狀犖
狉（３）
ｏ犿狀（犮１，ζ，η，）］， （９）

式中犮１ ＝犳犽１，犽１ ＝犽珘狀，珘狀为镀层介质相对于自由空间的折射率。

相应的入射高斯波束、散射场以及介质镀层内的磁场的展开式可利用如下关系式得到［１５］

犎＝
１

ｉωμ
×犈　犕ｅ

ｏ
犿狀 ＝

１

犽
×犖ｅ

ｏ
犿狀，　犖ｅ

ｏ
犿狀 ＝

１

犽
×犕ｅ

ｏ
犿狀． （１０）

　　待求的展开系数α犿（ζ），β犿（ζ），χ犿（ζ），χ′犿（ζ），τ犿（ζ）和τ′犿（ζ）可利用电磁场边界条件确定。已知ζ１和ζ２分

别为导体椭球和介质镀层边界面的径向坐标，边界条件要求在界面ζ＝ζ２上电场和磁场的切向分量连续，在

界面ζ＝ζ１ 上电场的切向分量为零。

在界面ζ＝ζ２ 和ζ＝ζ１ 上的边界条件可表示为

犈犻η＋犈
狊
η ＝犈

狑
η
，　犈

犻
＋犈

狊
 ＝犈

狑
，　犎

犻
η＋犎

狊
η ＝犎

狑
η
，　犎

犻
＋犎

狊
 ＝犎

狑｛ 　ａｔ　ζ＝ζ２， （１１）

以及

犈狑η ＝０，　犈
狑
 ＝０　ａｔ　ζ＝ζ１， （１２）

由前面给出的场的展开式，（１１）式可具体表示为

∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［Γ］

α犿狀

β犿狀

δ犿狀

δ′犿狀

γ犿狀

γ′

熿

燀

燄

燅犿狀

＝∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［犌］

犝
（１），狋
犿狀 （犮）

犞
（１），狋
犿狀 （犮）

犡
（１），狋
犿狀 （犮）

犢
（１），狋
犿狀 （犮

熿

燀

燄

燅）

， （１３）

（１２）式可表示为

∑
∞

狀＝犿

ｉ狀［Γ′］

δ犿狀

δ′犿狀

γ犿狀

γ′

熿

燀

燄

燅犿狀

＝０， （１４）

（１３）式中的矩阵［犌］和［Γ］为

［犌］＝

－犌
犿
狀，ＴＥ －犌

犿
狀，ＴＭ ０ ０

－犌
犿
狀，ＴＭ －犌

犿
狀，ＴＥ ０ ０

０ ０ －犌
犿
狀，ＴＥ －犌

犿
狀，ＴＭ

０ ０ －犌
犿
狀，ＴＭ －犌

犿
狀，

熿

燀

燄

燅ＴＥ

， （１５）

［Γ］＝

犞
（３），狋
犿狀 （犮） 犝

（３），狋
犿狀 （犮） －犝

（１），狋
犿狀 （犮１） －犝

（３），狋
犿狀 （犮１） －犞

（１），狋
犿狀 （犮１） －犞

（３），狋
犿狀 （犮１）

犝
（３），狋
犿狀 （犮） 犞

（３），狋
犿狀 （犮） －

犽１
犽
犞
（１），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犞
（３），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犝
（１），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犝
（３），狋
犿狀 （犮１）

犢
（３），狋
犿狀 （犮） 犡

（３），狋
犿狀 （犮） －犡

（１），狋
犿狀 （犮１） －犡

（３），狋
犿狀 （犮１） －犢

（１），狋
犿狀 （犮１） －犢

（３），狋
犿狀 （犮１）

犡
（３），狋
犿狀 （犮） 犢

（３），狋
犿狀 （犮） －

犽１
犽
犢
（１），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犢
（３），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犡
（１），狋
犿狀 （犮１） －

犽１
犽
犡
（３），狋
犿狀 （犮１

熿

燀

燄

燅
）

，（１６）
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（１４）式中的矩阵［Γ′］为

［Γ′］＝

犝
（１），狋
犿狀 （犮１） 犝

（３），狋
犿狀 （犮１） 犞

（１），狋
犿狀 （犮１） 犞

（３），狋
犿狀 （犮１）

犡
（１），狋
犿狀 （犮１） 犡

（３），狋
犿狀 （犮１） 犢

（１），狋
犿狀 （犮１） 犢

（３），狋
犿狀 （犮１

［ ］）， （１７）

参数犝
（犼），狋
犿狀 ，犞

（犼），狋
犿狀 ，犡

（犼），狋
犿狀 ，犢

（犼），狋
犿狀 （犼＝１或３对应于径向函数为第一类或第三类）的表达式已由 Ａｓａｎｏ等

［１］给

出。给定犿的一个值，（１３）和（１４）式对狋≥０的任何一个整数都成立。取一个较大的狋，在待定系数之间就

会建立起足够数目的关系式，则散射场以及镀层内部场的展开系数即可求出［１］。

３　数值计算结果

计算了距离散射体较远的远区场，其可由散射场犈狊在犮ζ→∞时的渐进表达式得到。在犕
狉（３）
ｅ犿狀（犮，ζ，η，）

和犖狉
（３）
ｏ犿狀（犮，ζ，η，）中当犮ζ→∞时忽略１／狉的高阶小量，即可由（８）式得到如下散射电场犈

狊的渐进表达式：

－犈
狊
η ＝犈０

ｉλ
２π狉
ｅｘｐｉ

２π狉（ ）λ ∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

α犿狀
ｄ犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｄθ
＋犿β犿狀

犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｓｉｎ［ ］θ
ｓｉｎ（犿）， （１８）

犈狊 ＝犈０
ｉλ
２π狉
ｅｘｐｉ

２π狉（ ）λ ∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

犿α犿狀
犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｓｉｎθ
＋β犿狀

ｄ犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｄ［ ］θ
ｃｏｓ（犿）， （１９）

微分散射截面的定义为

σ（θ，）＝４π狉
２ 犈

狊

犈０

２

＝
λ
２

π
犜１（θ，）

２
＋ 犜２（θ，）［ ］２ ， （２０）

式中

犜１（θ，）＝∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

犿β犿狀
犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｓｉｎθ
＋α犿狀

ｄ犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｄ［ ］θ
ｓｉｎ（犿）， （２１）

犜２（θ，）＝∑
∞

犿＝０
∑
∞

狀＝犿

犿α犿狀
犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｓｉｎθ
＋β犿狀

ｄ犛犿狀（犮，ｃｏｓθ）

ｄ［ ］θ
ｃｏｓ（犿）． （２２）

　　本文的算例是在属于椭球粒子的坐标系中计算

归一化微分散射截面πσ（θ，）／λ
２，并设高斯波束为

ＴＥ模且狓０ ＝狕０ ＝０。

为了验证上述理论的正确性，将高斯波束的束

腰半径取为无限大（此时，狑０ ＝ ∞，犵狀 ＝１，即平面

波模型），椭球粒子取为球形粒子（横纵比等于１），

计算了一介质镀层理想导体球的归一化微分散射截

面πσ（θ，）／λ
２，如图２所示，其中内层导体球的尺寸

参数为犽犪１＝３，外层尺寸参数为犽犪２＝４，介质的相

对折射率为珘狀＝１．４１４，欧勒角β＝０，与Ｓｅｂａｋ等
［３］

所给的数值结果一致。

图３给出了束腰半径为狑０＝２λ的高斯波束以

不同角度入射时，一镀层理想导体椭球的归一化微

分散射截面πσ（θ，）／λ
２。镀层椭球的尺寸参数犽犪１＝

６，犽犫１ ＝３，犽犪２ ＝１０，犽犫２ ＝８．５４，介质的折射率为

珘狀＝１．３３。从图中可以看出，当正入射时，微分散射

截面最大，这是因为所取椭球形状为扁椭球，即横轴

长度大于纵轴长度，因此高斯光束垂直入射时，其横

截面积最大，对光的前向散射也最强。

图４给出了束腰半径狑０＝２λ的高斯波束和平

图２ 平面波入射时，归一化微分散射截面

πσ（θ，０）／λ２ 和πσ（θ，π／２）／λ２

Ｆｉｇ．２ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ

πσ（θ，０）／λ２ ａｎｄπσ（θ，π／２）／λ２ ｆｏｒａｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ

ｓｐｈｅｒｅｗｉｔｈａｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏａｔｉｎｇｉｌｌｕｍｉｎａｔｅｄｂｙａ

　　　　　　　　ｐｌａｎｅｗａｖｅ

面波正入射时，一镀层理想导体椭球的归一化微分

散射截面πσ（θ，）／λ
２，其尺寸参数同图３，从图中可

以看出，平面波的散射强度大于高斯波，这是因为平

面波均匀的照射在粒子上，而高斯波束能量主要集

中在束腰处。
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图３ 束腰半径为狑０＝２λ的高斯波束以欧勒角β分别为０°，３０°，６０°和９０°入射时，一介质镀层导体椭球的归一化微分

散射截面πσ（θ，０）／λ２ 和πσ（θ，π／２）／λ２

Ｆｉｇ．３ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓπσ（θ，０）／λ２ａｎｄπσ（θ，π／２）／λ２ｆｏｒａｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇｓｐｈｅｒｏｉｄ

ｗｉｔｈａｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏａｔｉｎｇｆｏｒｉｎｃｉｄｅｎｃｅｏｆａＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｗｉｔｈ狑０＝２λ，ａｎｄβ＝０°，３０°，６０°ａｎｄ９０°

图４ 束腰半径为狑０＝２λ的高斯波束和平面波正入

射时，一介质镀层导体椭球的归一化微分散射截面

Ｆｉｇ．４ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓ

πσ（θ，０）／λ２ ａｎｄπσ（θ，π／２）／λ２ ｆｏｒａｃｏｎｄｕｃｔｉｎｇ

ｓｐｈｅｒｏｉｄ ｗｉｔｈ ａ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃｃｏａｔｉｎｇｆｏｒｎｏｒｍａｌ

ｉｎｃｉｄｅｎｃｅｏｆａＧａｕｓｓｉａｎｂｅａｍｗｉｔｈ狑０＝２λａｎｄａ

　　　　　　　ｐｌａｎｅｗａｖｅ

４　结　　论

给出了一种计算任意取向介质镀层导体椭球对

高斯波束散射的方法。散射场的展开系数可通过求

解由边界条件写出的线性方程组而得到。对于归一

化的微分散射截面给出了算例。该解析方法为解释

任意取向的非球形粒子对高斯波束的散射现象提供

了一种可供选择的理论模型。
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