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含核椭球粒子后向散射特性研究
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摘要　基于Ｔ矩阵方法，给出了随机取向、轴对称、含核椭球粒子的散射计算方法，散射体的核和外壳均可为非球

形粒子，内层粒子和外层粒子可以为同心也可为不同心，整个粒子具有轴对称性。以含核椭球粒子为模型，计算了

含有吸收性内核的水凝物气溶胶的散射特性，分析了核的大小、形状以及位置对后向散射的影响。计算结果表明，

后向散射对内核的形状、大小、位置以及外壳的形状非常敏感。
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１　引　　言

自然界中的很多粒子都可以看作含核粒子，比

如融化中的冰晶粒子，可以看作外层为水内层为冰

的混合相粒子［１］；另外沙尘、黑碳等非溶解性气溶胶

粒子也可以作为云、雾、雨等水凝物气溶胶的凝结

核，从而构成含核粒子增加对光波的吸收。在以往

的研究中，很多研究者利用双层同心球形粒子模型

模拟含核粒子的散射特性［２，３］，这种模型简单易用，

但是很难精确模拟自然界中的真实含核气溶胶粒

子。自然界中的水凝物气溶胶很多呈椭球型，如雨

滴，且随机取向；另外内核在粒子内部的形状、位置

以及占整个粒子的比重也是不固定的，因此应采用

更为切合实际的模型来进行模拟。本文拟采用随机

取向的含核偏心旋转椭球粒子模拟含核粒子的光散

射特性，核的形状可为球形或者椭球形，位置任意

（但必须在整个粒子内部，且内外粒子的中心都在旋

转轴上）。

含核粒子散射特性的研究方法主要有分离变量

法［４］、几何光学方法［５］和离散偶极子方法［６］等，但是

这些方法在处理随机取向的非球形粒子散射时，需

要对所有的取向进行计算然后平均，会耗费大量的

计算时间。而Ｔ矩阵（又称为转换矩阵）方法在处

理此类问题时却非常有效，因为Ｔ矩阵仅与粒子的

形状、构成和尺寸有关，而与入射方向无关［７，８］，仅

需要计算一次Ｔ矩阵，便可应用到其他任意方向入

射的情况，这种方法不需要对所有的粒子取向进行

０８２９００１１



光　　　学　　　学　　　报

计算。Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ
［９］给出了一种解析、精确、高效

的取向平均计算方法，且给出很多用于非球形粒子

光散射特性计算的Ｔ矩阵程序，这些程序都可以从

ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｇｉｓｓ．ｎａｓａ．ｇｏｖ／ｓｔａｆｆ／ｍｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ／

ｔ＿ｍａｔｒｉｘ．ｈｔｍｌ免费下载，本文也参照了这些程序中

的取向平均方法。尽管Ｔ矩阵方法已经被广泛地

应用到非球形粒子的散射计算中，但是应用于含核

非球形粒子散射的研究很少，本文利用Ｔ矩阵方法

计算分析核的位置、大小以及形状对整个粒子散射

特性的影响。

２　理　　论

基于Ｔ矩阵方法，任何粒子的入射场内场和散

射场都可以被矢量球谐函数展开［７］，即

犈ｉｎｃ（狉）＝∑
∞

狀＝１
∑
狀

犿＝－狀

犪犿狀Ｒｇ犕犿狀（犽狉）［ ＋

犫犿狀Ｒｇ犖犿狀（犽狉 ］）， （１）

犈ｓｃａ（狉）＝∑
∞

狀＝１
∑
狀

犿＝－狀

狆犿狀犕犿狀（犽狉）＋狇犿狀犖犿狀（犽狉［ ］），

　（２）

犈ｉｎｔ（狉）＝∑
∞

狀＝１
∑
狀

犿＝－狀

犮犿狀Ｒｇ犕犿狀（犿ｒ犽狉）［ ＋

犱犿狀Ｒｇ犖犿狀（犿ｒ犽狉 ］）， （３）

式中犈ｉｎｃ，犈ｓｃａ和犈ｉｎｔ分别为入射场，散射场和内场；

犪犿狀和犫犿狀为入射场的展开系数，狆犿狀和狇犿狀为散射场

的展开系数，犮犿狀和犱犿狀为内场展开系数；犿ｒ 为粒子

内部的折射率；

犕犿狀（犽狉）＝（－１）
犿犱狀ｈ

（１）（犽狉）犆犿狀（）ｅｘｐ（ｉ犿），（４）

犖犿狀（犽狉）＝（－１）
犿犱狀

狀（狀＋１）

犽狉
ｈ
（１）
狀 （犽狉）犘犿狀（）｛ ＋

１

犽狉
［犽狉ｈ

（１）
狀 （犽狉）］′犅犿狀（ ｝）ｅｘｐ（ｉ犿），（５）

犅犿狀（）＝
ｄ

ｄ
犱狀０犿（）＋

ｉ犿
ｓｉｎ

犱狀０犿（）， （６）

犆犿狀（）＝
ｉ犿
ｓｉｎ

犱狀０犿（）－
ｄ

ｄ
犱狀０犿（）， （７）

犘犿狀（）＝狉犱
狀
０犿（）／狉， （８）

犱狀 ＝
２狀＋１

４π狀（狀＋１［ ］）
１／２

， （９）

式中犱狀犾犿（）为维格纳函数：

犱狀犾犿（）＝犃
狀
犾犿（１－ｃｏｓ）

（犾－犿）／２（１＋ｃｏｓ）－
（犾＋犿）／２

×

犱狀－犿

（犱ｃｏｓ）
狀－犿
［（１－ｃｏｓ）

狀－犾（１＋ｃｏｓ）
狀＋犾］． （１０）

当狀≥狀
＝ｍａｘ（犾 ，犿 ）时，

犱狀犾犿（）＝０， （１１）

当狀＜狀
时，（１０）式中的

犃狀犾犿 ＝
（－１）

狀－犿

２狀
（狀＋犿）！

（狀－犾）！（狀＋犾）！（狀－犿）［ ］！
１／２

，

（１２）

（４）式和（５）式中的球汉开尔函数ｈ
（１）
狀 用球贝塞尔函

数代替即为Ｒｇ犕犿狀（犽狉）和Ｒｇ犖犿狀（犽狉）。

散射系数和入射系数可以简单地表示为［１０～１２］

［ ］狆
狇
＝
犜１１ 犜１２

犜２１ 犜
［ ］

２２
［］犪
犫
． （１３）

入射场和内场的线性关系为

［］犪
犫
＝
犃１１ 犃１２

犃２１ 犃
［ ］

２２
［］犮
犱
． （１４）

散射场和内场的线性关系为

［］狆
狇
＝－

犅１１ 犅１２

犅２１ 犅
［ ］

２２
［］犮
犱
． （１５）

因此Ｔ矩阵可以简单地表示为

犜＝－犅犃
－１． （１６）

　　对于内层（核）折射率为犿１，外层折射率为犿２

的双层粒子［１３，１４］：

犜＝－犅犃
－１
＝－ 犅２＋犅犅２（－犅１犃

－１
１［ ］）×

犃２＋犃犃２（－犅１犃
－１
１［ ］）－１， （１７）

式中－犅１犃
－１
１ ＝犜１ 为核的Ｔ矩阵，粒子的折射率为

犿１／犿２，介质的相对折射率为１，入射波数为犽０犿２，

λ０＝２π／犽０ 为真空中的入射波长。在计算矩阵犃２

和犅２ 时粒子的折射率为犿２，媒质折射率为１，入射

波数为犽０；矩阵犅犅２ 和犃犃２ 的计算条件与犃２，犅２ 类

似，但是在计算时，宗量为犽狉的第一类贝塞尔函数

需要用汉开尔函数替代。

根据Ｍｉｓｈｃｈｅｎｋｏ
［９］的研究结果，在求得Ｔ矩阵

以后，随机取向非球形粒子的散射特性可以通过解

析形式直接求得，而不需要对所有的取向求解然后

取平均，这种方法的计算速度相比于取向数值平均

的方法可提高几十倍。Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵描述了散射体

对入射光的散射影响，入射光和散射光可以由斯托

克斯矢量来描述，它们的关系由 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵描

述［１５］，即

犐ｓ＝
犆ｓｃａ
４π犚

２犉（θ）犐ｉ， （１８）

式中犐ｓ和犐ｉ为斯托克斯矢量，是由犐，犙，犝 和犞 四

个参数组成的列向量，犚为散射体到观测点的距离。

对于轴对称的非球形粒子，Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵只有８个

非零元素，６个相互独立的元素
［１３］，

０８２９００１２
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犉（θ）＝

犉１１（θ） 犉１２（θ） ０ ０

犉１２（θ） 犉２２（θ） ０ ０

０ ０ 犉３３（θ） 犉３４（θ）

０ ０ －犉３４（θ） 犉４４（θ

熿

燀

燄

燅）

，

（１９）

式中犉１１为单次散射相函数。对于旋转对称体，

Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵只有对角线上的元素不等于０，即，

犉（π）＝ｄｉａｇ［犉１１（π）　犉２２（π）　犉３３（π）　犉４４（π）］，

（２０）

其他各元素均为０。

３　计算结果与讨论

计算中采用的含核粒子模型内核为黑碳，外壳

为水，入射波长在真空中为４４８ｎｍ，黑碳的真空相

对折射率为１．７５＋０．４４ｉ
［１６］，水的真空相对折射率

为１．３３。讨论外壳的尺寸参数为１０时，内核粒子

的尺寸、形状以及位置对整个粒子散射特性的影响。

椭球粒子为旋转对称体，在球坐标系下，其方程为

狉（θ，）＝狉ｅｑε
１／３［ε

２ｃｏｓ２θ＋ｓｉｎ
２
θ］－

１／２， （２１）

式中狉ｅｑ为等体积球的半径，ε＝犫／犪为纵横比，旋转

轴的长度为犪。

对于非共心粒子，在计算中以内核的中心为坐

标原点，内核可以为球形也可以为椭球形，外壳取为

球形粒子，其在球坐标系下的方程为

狉（θ）＝犪［狆ｃｏｓ
２
θ＋（１－狆

２ｓｉｎ２θ）
１／２］， （２２）

式中犮为外壳的半径，狆＝犾／犮为内外层粒子中心的

距离和外层粒子的半径比，计算中仍然取外层粒子

的尺寸参数为１０。

图１给出了尺寸参数为１０的双层同心椭球粒

子在ε分别等于０．８（长椭球），１．０（同心球）和

１．２５（扁椭球）时，随机取向的双层椭球粒子的后向

散射系数随内核半径和外壳半径比狇＝狉ｃｏｒｅ／狉ｓｈｅｌｌ的

变化关系，粒子的半径为体积等效球的半径。对于

犉１１（π），从图中可以看出，当狇较小时，扁椭球的后

向散射较强，球形的最弱；另外，当狇较大时，三者之

间的差距很小。对于球形粒子，犉２２／犉１１ ＝１。对于非

球形粒子，当狇较小时，和１偏移很大；而当狇较大

时，犉２２／犉１１ ≈１。对于球形粒子，犉３３／犉１１ ＝－１和

犉４４／犉１１ ＝－１。对于椭球粒子，在０＜狇＜１时，

犉３３／犉１１ ＜０，犉４４／犉１１在狇＜０．８时为正值；在狇较大

时，犉３３／犉１１≈犉４４／犉１１≈－１。综上可知，粒子后向散

射特性对粒子的形状和构成很敏感。

图１ 共心双层椭球粒子的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵后向散射参数犉１１（π），犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π），

犉４４（π）／犉１１（π）随粒径比狇的变化曲线

Ｆｉｇ．１ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｂａｃｋｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＭｕｅｌｌｅｒｍａｔｒｉｘ犉１１（π），犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π），

犉４４（π）／犉１１（π）ｏｆｃｏｎｃｅｎｔｒｉｃｓｐｈｅｒｏｉｄｓｗｉｔｈｔｈｅｃｏｒｅ／ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｒａｔｉｏ狇

　　图２给出了内层为球形粒子外层为椭球粒子，

或者内层为椭球粒子外层为球形粒子的同心含核粒

子的后向散射特性，其中εｉ表示内层粒子的纵横

比，εｏ表示外层粒子的纵横比。从图中可以看出，这

两种类型的含核粒子散射特性差距较大，其中外层

为球形粒子时，内层无论为扁椭球还是长椭球

犉１１（π）近似相等；当狇＜０．６时，犉２２（π）／犉１１（π）≈

１；犉３３（π）／犉１１（π）≈犉４４（π）／犉１１（π）≈－１；当外层

为椭球内层为球形粒子时，整个粒子的散射特性和

双层椭球粒子相类似，但是在数值上有较小的差异。

从图２也可以得出后向散射对于外层粒子的形状也

非常敏感。

图３给出了非共心含核粒子外层为球形，内层为

球形或者椭球形时，整个粒子的散射特性随偏心率狆

的变化曲线，其中εｉ表示内层粒子的纵横比，内层和

外层的等效半径比为０．５，从图中可以看出随着狆的

增大，犉１１（π）总体呈减小的趋势，内核为扁椭球的后

向散射系数最大，长椭球最小；犉２２（π）／犉１１（π）也呈减

小趋 势，且 扁 椭 球 减 小 最 快；犉３３（π）／犉１１（π）和

犉４４（π）／犉１１（π）的变化趋势基本相同，都呈增大的趋

势，且扁椭球增大最快，长椭球最慢。从图３可以得

出后向散射对于含核粒子内核的位置也非常敏感。
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图２ 内层为球形粒子、外层为椭球粒子，以及内层为椭球粒子、外层为球形粒子的 Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵后向散射参数犉１１（π），

犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π），犉４４（π）／犉１１（π）随粒径比狇的变化曲线

Ｆｉｇ．２ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｂａｃｋｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＭｕｅｌｌｅｒｍａｔｒｉｘ犉１１（π），犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π），犉４４（π）／犉１１（π）ｏｆ

ｃｏａｔｉｎｇｐａｒｔｉｃｌｅｗｉｔｈｔｈｅｃｏｒｅ／ｐａｒｔｉｃｌｅｓｉｚｅｒａｔｉｏ狇，ａｎｄｔｈｅｓｈａｐｅｏｆｔｈｅｉｎｎｅｒｌａｙｅｒｉｓｓｐｈｅｒｅａｎｄｏｕｔｅｒｌａｙｅｒｉｓ

　　　　　　　　　　ｓｐｈｅｒｏｉｄｏｒｔｈｅｏｕｔｅｒｌａｙｅｒｉｓｓｐｈｅｒｅａｎｄｔｈｅｉｎｎｅｒｌａｙｅｒｉｓｓｐｈｅｒｏｉｄ

图３ Ｍｕｅｌｌｅｒ矩阵的后向散射参数犉１１（π），犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π），犉４４（π）／犉１１（π）随偏心率狆的变化曲线

Ｆｉｇ．３ ＶａｒｉａｔｉｏｎｏｆｂａｃｋｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＭｕｅｌｌｅｒｍａｔｒｉｘ犉１１（π），犉２２（π）／犉１１（π），

犉３３（π）／犉１１（π），犉４４（π）／犉１１（π）ｗｉｔｈｔｈｅｅｃｃｅｎｔｒｉｃｉｔｙ狆

４　结　　论

利用Ｔ矩阵方法计算了随机取向含核椭球粒

子的 后 向 散 射 特 性，Ｍｕｅｌｌｅｒ 矩 阵 中 犉１１ （π），

犉２２（π）／犉１１（π），犉３３（π）／犉１１（π）和犉４４（π）／犉１１（π）随

纵横比ε、内核与外壳的半径比狇以及偏心率狆 的

变化关系。从计算结果可以分析得到，后向散射对

于含核粒子的形状（包括内核和外壳）、位置、内核的

尺寸等因素都很敏感，因此可以应用后向散射进行

粒子微观特性的定性和定量的反演。本文结果对于

研究含核非球形粒子的散射具有一定的应用价值。
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