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摘要　提出了一种具有增大焦深特性的改进型分形波带片（ＦＺＰ）。分析并推导了改进型分形波带片基于优化参数

狑的周期公式；计算了改进型分形波带片在菲涅耳近似下的衍射光场分布以及对应的横向光场分布特性因子，包

括分辨率因子（犌），施特雷尔比（犛）以及旁瓣强度因子（犕）；同时分析了在不同的径向坐标狉和狉２ 下的改进型分形

波带片的焦深特性，结果证明在径向坐标狉下，改进型分形波带片的焦深是常规分形波带片焦深的１．５倍以上。

分别从横向和纵向两个方面分析了改进型分形波带片的光场分布，结果表明，在宽带光照明下，改进型分形波带片

的焦深也大于常规的分形波带片。
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１　引　　言

在自然界中，由于分形的一些独特的特性而引

起各个领域的科学家们的研究。分形是一类极其零

碎而复杂，但有其自相似性或自仿射性的体系，最早

由 Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ于１９７４年提出。分形的研究范围涉

及到极其广泛的领域。在光学领域中，有关分形的

研究主要集中在分形的衍射以及分形结构的超点阵

结构和分形多层介质结构的透射和反射特性。

Ｓａａｖｅｄｒａ等
［１］综合了分形的概念和常规菲涅耳波带

片的概念提出的一种新型的波带片 分形波带片

０８２３００１１
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（ＦＺＰ）。同时证明了分形波带片的轴上光强具有自

相似性。此后不久，Ｆｕｒｌａｎ
［２］研究了白光入射时

ＦＺＰ的焦点特性，研究表明ＦＺＰ当白光入射时由于

多焦点的分形特性具有增大焦深并且减小色散的特

点，进步一扩大了ＦＺＰ的应用范围。而Ｄａｖｉｓ等
［３］

利用 ＬＣＴＶＳＬＭ 第一次得到了其聚焦的实验结

果，与理论计算符合较好。同年，Ｍｏｕｓｏｒｉｕ等
［４］则

进一步研究了波带宽度可变（即缺项）的ＦＺＰ，提出

了可变缺项的ＦＺＰ，这对研究ＦＺＰ提供了一个优化

参数。２００９年由Ｙｅｒｏ等
［５］将另一个参数ε引入到

ＦＺＰ中来优化轴上光强分布，得到了分形广义波带

片。参数ε是周期与透明波带的比值，是个正整数。

参数ε的给出进一步优化了ＦＺＰ，使得ＦＺＰ的结构

以及相应的特性更加灵活的给出。

本文在参数ε的基础上给出了一个新的参数

狑，得到了改进型ＦＺＰ，进一步提高了ＦＺＰ的焦深，

并对其增大焦深的特性做了理论分析。

２　原　　理

在极坐标下对于圆对称的孔径函数狆（狉）在轴

上特定点的衍射光强分布，由菲涅耳衍射公式可得

犐（狕）＝
２π

λ（ ）狕
２

∫
犪

０

狆（狉０）ｅｘｐ－ｉ
π

λ狕
狉（ ）２０ 狉０ｄ狉０

２

，（１）

式中狉０ 为孔径变量，犪为孔径函数的半径大小，λ为

入射光的波长。为了处理方便，采用坐标变换：ζ＝

（狉０／犪）
２，可以得到：狇（ζ）＝狇（狉０）。用无量纲坐标

狌＝犪
２／（２λ狕）简化，轴上的光强分布可以写为

犐（狌）＝４π
２狌２∫

１

０

狇（ζ）ｅｘｐ（－ｉ２π狌ζ）ｄζ
２

， （２）

轴上的光场分布是由孔径函数狇（ζ）的傅里叶变换

得到的。若孔径函数狇（ζ）具有分形的特点，则轴上

的光场分布也相应的具有分形自相似的特点。常规

ＦＺＰ是由ｃａｎｔｏｒ集得到的，其产生过程为：零级

（犛＝０）是归一化长度为１的条状结构，按照ｃａｎｔｏｒ

集的分布，在第一级（犛＝１）时，条状结构总共被分

割成奇数段（２犖－１），删除偶数段位置，奇数段位置

保留而形成一个分布；然后在第一级剩下的犖 段中

继续按照这种分割与删除，以此类推形成了ｃａｎｔｏｒ

集合。简言之，常规ＦＺＰ是由一系列的等间隔的透

明与不透明波带按照ｃａｎｔｏｒ集组成的。分形广义

波带片是在常规ＦＺＰ的基础上提出的，它是通过控

制周期与透明波带的比值ε，来控制焦点个数的；但

是参数ε必须是正整数。这在一定程度上限制了波

带片设计的灵活性，从而影响其光场的分布。为了

能够更灵活、全面地分析分形波带片以及其所需的

光场分布，本文在此提出了改进型ＦＺＰ，它是通过

控制参数狑来优化其光场分布。参数狑 是在一个

周期内的透明波带部分（γ）与不透明波带部分（即缺

项ξ）的比值，不同于参数ε，可以取任意正数，是一

个连续可变量。

根据参数狑的定义，推导了改进型ＦＺＰ的周期

分布公式，其推导过程如下：图１是以犖＝２为例的

改进型ＦＺＰ的产生过程。按照ｃａｎｔｏｒ集的规则，每

一级划分为２犖－１＝３段。在第一级（犛＝１）中，可

以得到

２γ１＋ξ１ ＝１

γ１ ＝狑ξ
烅
烄

烆 １

， （３）

第一级的周期为

狆１ ＝γ１＋ξ１， （４）

在第二级中继续划分，去掉偶数段，在剩余的奇数段

中可以得到

２γ２＋ξ２ ＝γ１

γ２ ＝狑ξ
烅
烄

烆 ２

， （５）

周期分布为

狆２ ＝γ２＋ξ２， （６）

以此类推。

图１ 改进型ＦＺＰ的构造过程

Ｆｉｇ．１ ＣｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｐｒｏｃｅｄｕｒｅｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄＦＺＰ

最后得到改进型ＦＺＰ的周期分布公式

狆犛 ＝
狑犛－１＋狑

犛

（２狑＋１）
犛 ＝

狑犛（１＋１／狑）
（２狑＋１）

犛
， （７）

如果犖 取任意整数，则周期分布为

狆＝
狑犛（１＋１／狑）

［犖狑＋（犖－１）］
犛． （８）

　　从上面的推导可以得到以下结论：

１）如果γ＝ξ，即狑 ＝ξ／γ＝１，周期为狆＝

２／［（２犖－１）
犛］。这是常规ＦＺＰ

［１］的特性，在一个周

期内透明波带与不透明波带是相等的。

２）如果ξ／γ＝ε－１，即狑＝ε－１，即狆／γ＝（γ＋

０８２３００１２
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ξ）／γ＝ε，（ε＝１，２，３，…），周期为

狆＝
ε

［犖ε－（ε－１）］
犛
，

这正是分形广义波带片［５］的周期分布。

３）除了以上两点狑的特殊取值以外，狑的其他

取值更进一步优化了ＦＺＰ。按照上面的划分与分割

的过程，改进型ＦＺＰ的振幅透射率函数在径向坐标（狉

或狉２）下，可以通过沿着整个结构的一端旋转一周即

可获得，是由按照一定分布的同心圆环组成的。

根据文献中提到，ＦＺＰ由于在主焦点周围有一

系列的次焦点的存在，使得在白光照射下不同波长

的次焦点的相互交叠，从而起到了增大焦深的作用，

同时减小色散。改进型ＦＺＰ是在常规ＦＺＰ基础上

提出的，相应的也具有增大焦深减小色散的作用。

本文就改进型ＦＺＰ增大焦深的特性与常规ＦＺＰ增

大焦深的特性进行研究与比较。

３　结　　果

根据（１）式可以计算出改进型ＦＺＰ的光场分

布。与常规ＦＺＰ一样，改进型ＦＺＰ也具有一个主

焦点和一系列的次焦点，但是与之不同的是主焦点

对增大焦深起主要作用。图２给出了常规 ＦＺＰ

（犖＝２，犛＝２）和改进型ＦＺＰ（犖＝２，犛＝２，狑＝２，在

径向坐标狉和狉２ 下）在三个波长的照射下的轴向的

光场分布。

图２ 改进型ＦＺＰ在（ａ）径向坐标狉和（ｂ）径向坐标狉２ 下的结构图及轴向光强分布；（ｃ）ＦＺＰ的结构图及轴向光强分布

Ｆｉｇ．２ ＳｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄａｘｉａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄＦＺＰｐｕｐｉｌｉｎ（ａ）狉ａｎｄ（ｂ）狉
２，ａｎｄ（ｃ）ｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄ

ａｘｉａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆＦＺＰ

　　从结果上可以看出，改进型ＦＺＰ的光场分布要

比常规ＦＺＰ的分布更加均匀，且主焦点对增大焦深

起到更大的作用，同时焦深要比常规ＦＺＰ得大。然

而在不同的径向坐标狉和狉２，其他参数相同的条件

下，分形波带片的光场分布有所变化，因此对焦深有

一定的影响。在径向坐标狉下，改进型ＦＺＰ增大焦

深的作用更加明显。这对研究ＦＺＰ增大焦深的特

性具有重要意义。由于在不同径向坐标下，波带片

的光场分布不同。需要从普遍意义上对改进型

ＦＺＰ进行研究，即对参数狑连续变化进行研究并观

察其特性。

改进型ＦＺＰ是二元衍射光学器件，由一系列同

心圆环组成的，以犖＝２，犛＝２为例，各个同心圆环

的归一化半径为狉１，狉２，狉３，狉４，狉５，狉６ 和１，同心环

之间是由０和π或者０和１交替出现的。图３给出了

参数为犖＝２，犛＝２不同狑取值对应的改进型ＦＺＰ

的结构图以及对应的光场分布。从图３可以得到，在

相同参数的情况下，不论狑 的取值如何变化，在坐

标狉的波带片总要比坐标狉２ 下的焦深大。表１给出

了在坐标狉下，狑 连续变化时所对应的各个半径的

取值大小。
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图３ 分别在狉［（ａ）～（ｄ）］和狉２［（ｅ）～（ｈ）］不同的径向坐标下，不同狑的改进型ＦＺＰ的结构图及其轴向光强分布

Ｆｉｇ．３ ＳｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄａｘｉａｌｉｎｔｅｎｓｉｔｙｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄＦＺＰｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狑ｐｕｐｉｌｉｎ狉［（ａ）～（ｄ）］ａｎｄ

ｉｎ狉２［（ｅ）～（ｈ）］

表１ 在犖＝２，犛＝２下不同狑取值的改进型ＦＺＰ的参数分布

Ｔａｂｌｅ１ ＰａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｏｄｉｆｉｅｄＦＺＰｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狑ａｔ犖＝２，犛＝２

狑 狉１ 狉２ 狉３ 狉４ 狉５ 狉６

０．３ ９／２５６ ３９／２５６ ４８／２５６ ２０８／２５６ ２１７／２５６ ２４７／２５６

０．４ ４／８１ １４／８１ １８／８１ ６３／８１ ６７／８１ ７７／８１

０．５ １／１６ ３／１６ ４／１６ １２／１６ １３／１６ １５／１６

０．６ ９／１２１ ２４／１２１ ３３／１２１ ８８／１２１ ９７／１２１ １１２／１２１

０．７ ４９／５７６ １１９／５７６ １６８／５７６ ４０８／５７６ ４５７／５７６ ５２７／５７６

０．８ １６／１６９ ３６／１６９ ５２／１６９ １１７／１６９ １３３／１６９ １５３／１６９

０．９ ８１／７８４ １７１／７８４ ２５２／７８４ ５３２／７８４ ６１３／７８４ ７０３／７８４

１ １／９ ２／９ ３／９ ６／９ ７／９ ８／９

１．５ ９／６４ １５／６４ ２４／６４ ４０／６４ ４９／６４ ５５／６４

２ ４／２５ ６／２５ １０／２５ １５／２５ １９／２５ ２１／２５

　　对于超分辨成像系统，通常采用三个指标定量

描述横向分辨率点扩展函数的性能：超分辨因子犌，

施特雷尔比犛和旁瓣强度因子犕
［６～１０］。为了更全面

地分析改进型ＦＺＰ的成像特性，对相应的横向特性

因子犌，犛和犕 也做了相关的研究。超分辨因子犌是

指系统加入衍射光学器件与未加入时点扩展函数的

半峰全宽之比，描述了系统的分辨率的特性；施特雷

尔比犛是指加入衍射光学器件与未加入时主瓣中心

强度值之比，反映了光学系统对光的利用效率；旁瓣

强度比犕 是指加入衍射光学器件与未加入时点扩

展函数的最高旁瓣强度之比，代表了光学系统的背

景噪声水平。犌越小则分辨率越高，犛越大则主瓣能

量利用率越高，犕 越小则旁瓣噪声越低。对于一个

比较理想的光学系统，需要犌和犕 的取值越小越

好，而犛的取值需要越大越好。通过上面的定义对这

三个因子进行了计算与模拟。图４给出了在狉坐标

下，改进型分形波带片随着狑的不同取值而得到的

犌，犛和犕 的曲线分布，从图４中可以看到，分辨率
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因子Ｇ的取值都小于１，也就是说系统中加入改进

型ＦＺＰ与不加时，分辨率是有所提高的；同时从犛和

犕的曲线也可以看出，系统中加入改进型ＦＺＰ对成

像质量是有利无害的。其中图４中的五角星是常规

ＦＺＰ（犖 ＝２，犛＝２）在狉
２坐标下得到的犌，犛，犕 的

取值大小。通过与在狉坐标下的相应值比较可以得

到：虽然分辨率没有什么变化的，但是施特雷尔比犛

和旁瓣强度因子犕 与有很大变化，降低了成像质

量，因此在狉坐标下得到的ＦＺＰ成像特性要比狉２坐

标下的好。从横向和纵向的光场分布的研究结果表

明，本文给出的改进型ＦＺＰ的焦深要比常规ＦＺＰ

的大，且具有更加灵活的设计参数狑，增大了ＦＺＰ

的应用范围和价值。对于不同的系统要求，可以根

据具体情况进行选择设计与应用。

图４ 分辨率因子犌，施特雷尔比犛和旁瓣强度

因子犕 随不同狑 取值的曲线分布

Ｆｉｇ．４ Ｓｕｐｅｒｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆａｃｔｏｒ（犌），Ｓｔｒｅｈｌｒａｔｉｏ（犛）

ａｎｄｓｉｄｅｌｏｂｅｓｔｒｅｎｇｔｈｆａｃｔｏｒ（犕）ｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ狑

４　结　　论

经过分析可以得出，在常规ＦＺＰ的基础上增加

了一个优化参数狑 得到了改进型ＦＺＰ。优化参数

狑的给出极大地优化了ＦＺＰ的设计的灵活度和轴

上的光强分布；从光场的横向和纵向两个方面进行

分析，得到改进型ＦＺＰ的焦深要比常规ＦＺＰ的焦

深要大且成像特性也比较好。在坐标狉下，改进型

ＦＺＰ增大焦深的作用更加明显，且大约是常规ＦＺＰ

焦深的１．５倍。改进型ＦＺＰ的提出，对需要大焦深

的光学系统提供了一种新的方法。
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