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基于最小二乘拟合的波片相位延迟测量
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摘要　提出一种精密测量波片相位延迟的新方法。将待测波片置于起偏器和检偏器之间，通过步进电机控制波片

匀速旋转，基于最小二乘法拟合出射光强随波片方位角变化的曲线，进而得到波片延迟。根据上述原理，建立了一

套波片延迟测量系统，并分析了系统的稳定性、可测量的延迟范围、接收器件的非线性效应、系统误差源这４个影

响测量精度的主要方面。结果表明，该系统不适于测量λ／２波片；检偏器方位角在±３８°范围内，采样间隔小于１０°

时系统较稳定；接收器件的二次非线性效应产生较大的系统误差；波片初始角度误差和检偏器方位角误差对该系

统的延迟测量影响较大；除０°，１８０°，３６０°附近区域外，系统的检测重复偏差在０．１°以内；该检测精度在整个可见光

区域基本保持不变。
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１　引　　言

波片是偏振光学技术中的重要元件，它可以改

变入射光的偏振状态，被广泛应用于光弹力学、现代

光通讯技术和光学精密测量等诸多领域。在太阳物

理研究中，根据塞曼分裂原理，太阳磁场的测量实际

上是通过偏振分析器［１］实现对太阳光斯托克斯偏振

分量的测量，进而得到太阳磁场与偏振态的关系［２］，

以此研究黑子、耀斑以及日冕物质抛射（ＣＭＥ）等与

磁场有关的太阳活动现象。波片是偏振分析器的核

心元件，它的研制精度直接影响望远镜的偏振精度。

随着太阳物理研究的日益深入，天文学家对太阳磁

场望远镜的偏振测量精度提出更高的要求，例如美

国的先进技术太阳望远镜（ＡＴＳＴ）要求达到５×

１０－４
［３］，中国在研的空间太阳望远镜（ＳＳＴ）更是要

０８１２００１１
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求达到２×１０－４
［４］。波片的高精度测量是获得高质

量波片的必要条件［５，６］。

目前波片相位延迟的测量方法有很多，如光强

法［７～９］、补偿法［１０，１１］、调制法［１２，１３］和分频激光探测

法［１４，１５］等，每种方法都有自己的优缺点。其中光强

法由于实验装置简单而常被采用。传统的光强法通

过测量光强的极大、极小值来求得波片相位延

迟［８，９］，该方法的测量精度受光强稳定性和探测器

非线性的影响较大。本文将待测波片置于起偏器和

检偏器之间，通过步进电机控制波片匀速旋转，基于

最小二乘法拟合出射光强随波片方位角变化的曲

线，进而得到波片延迟，降低了光强抖动对测试精度

的影响；理论分析了该法不适合测量λ／２波片的原

因；采用最小化系统矩阵的条件数［１６］的方法，优化

了检偏器方位角、探测器采样间隔两个主要的系统

参数，提高了系统的稳定性；同时采用消光比为

１０－４的偏振片校准探测光强，补偿了接收器件的非

线性带来的系统误差，提高了系统测量精度。

２　测量原理

图１是波片延迟测量的原理图。取狓为起偏器

Ｐ的主轴方向，狕轴为入射光的传播方向，检偏器Ａ

主轴方向与狓轴成θα，待测波片Ｃ置于起偏器和检

偏器之间，且以角速度ω在垂直于入射光的平面内

匀速旋转。

图１ 波片延迟测量原理

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｉｎｃｉｐｌｅｏｆｗａｖｅｐｌａｔｅｒｅｔａｒｄａｔｉｏｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔ

根据米勒矩阵方法得到出射光强

犐＝［ ］１ ０ ０ ０ 犕Ａ犕Ｃ犕Ｐ［ ］１ ０ ０ ０ Ｔ
＝

犮１＋犮２ｓｉｎ４θ＋犮３ｃｏｓ４θ， （１）

式中

犮１ ＝τ１ １＋
１

２
（１＋ｃｏｓδ）ｃｏｓ２θ［ ］α ，

犮２ ＝τ１
１

２
（１－ｃｏｓδ）ｓｉｎ２θα，

犮３ ＝τ１
１

２
（１－ｃｏｓδ）ｃｏｓ２θα，

犕Ｐ，犕Ｃ，犕Ａ 分别为Ｐ，Ｃ，Ａ的米勒矩阵，τ１ 为测试

波片时系统的光强透射率，θ和δ分别为待测波片

的方位角和延迟量。

由（１）式可知，出射光强犐随θ的变化曲线为正

弦曲线，在２π周期内每隔狀度采集一组数据，得到

３６０／狀个未知数为犮１，犮２，犮３的线性方程。采用最小二

乘拟合求解系数犮１，犮２，犮３。则波片的相位延迟为
［１７］

δ＝２ａｒｃｓｉｎ
犮２２＋犮槡

２
３＋犮３

犮１＋犮槡 ３

． （２）

３　测试装置

根据上述测量原理建立的实验装置及光路如图

２所示。将配有高精度稳压电源的溴钨灯作为入射

光源，出射光经过准直镜转化为平行光通过各偏振

元件。两个格兰 汤普森棱镜分别作为检偏器和起

偏器，与待测波片分别安装于各自的电控精密转台

上。转台的转动精度优于１０″，可由计算机控制

３６０°自由旋转，并记录转动信息。成像镜将经过偏

振系统的光束会聚于单色仪的入射狭缝，使用光电

倍增管作为单色光源接收系统。为了避免市电系统

不稳定对测试造成的干扰，所有的电子仪器都经由

稳压电源供电。调整好光路后，由步进电机控制待

测波片旋转，基于最小二乘原理拟合接收光强随波

片方位角变化的曲线，进而得到波片延迟。

图２ 实验装置

Ｆｉｇ．２ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｅｔｕｐ

４　系统分析

延迟的高精度测量需要对系统性能和参数进行

全面的分析和优化。下面将系统地分析测试系统的

稳定性、延迟测量范围、接收器件的非线性效应、主

要的误差源４个方面对测量精度的影响。

４．１　系统的稳定性

由于存在光源抖动和接收器件的光子噪声，提高

系统的信噪比（ＳＮＲ）和稳定性是实现高精度测量的

０８１２００１２
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前提条件。该检测系统中狀和检偏器Ａ的主轴方位

角θα为两个待定的系统参数，采用最小化系统矩阵

的条件数［１６］的方法优化狀和θα，提高系统的稳定性。

对于一个线性系统

犢＝犕犡，

式中犕 为系统矩阵。系统的信噪比可以通过犕 的

谱条件数ｃｏｎｄ（犕）２
［１８，１９］来度量，ｃｏｎｄ（犕）２ 越小，

信噪比越高，系统越稳定。ｃｏｎｄ（犕）２ 的表达式为

ｃｏｎｄ（犕）２ ＝ 犕 ２ 犕－１
２ ＝

λｍａｘ（犕
Ｔ犕）

λｍｉｎ（犕
Ｔ犕槡 ）

，

（３）

式中λｍａｘ，λｍｉｎ分别表示犕 的绝对值最大和绝对值最

小的特征值。

４．１．１　采样间隔狀的优化

探测器每隔狀度采集一个光强值犐犻，得到３６０／狀

组线性方程，则（１）式可用矩阵语言描述为

犐＝犕狀犆， （４）

式中

犕狀 ＝

１ ｓｉｎ０° ｃｏｓ０°

１ ｓｉｎ（４×狀°） ｃｏｓ（４×狀°）

１ ｓｉｎ（４×２狀°） ｃｏｓ（４×２狀°）

  

１ ｓｉｎ（４×３６０°） ｃｏｓ（４×３６０°

熿

燀

燄

燅）

，

犆＝

犮１

犮２

犮

熿

燀

燄

燅３

，　犐＝

犐１

犐２



犐３６０

熿

燀

燄

燅狀

，

犕狀 为系统矩阵。图３（ａ）为犕狀 的条件数随狀变化

的曲线。结果表明，若０＜狀＜１０，系统矩阵的谱条

件数最小，且几乎不变，系统最稳定。综合考虑采样

时间和数据量，选择狀＝５。

图３ 采样间隔狀（ａ）和检偏器方位角θα（ｂ）的优化

Ｆｉｇ．３ Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｏｆ（ａ）ｓｔｅｐ狀ａｎｄ（ｂ）ａｚｉｍｕｔｈｏｆ

ａｎａｌｙｚｅｒθα

４．１．２　检偏器主轴方位角θα 优化

（１）式可用另一种矩阵方式描述为

　

犐＝τ１犕α
１

ｃｏｓ
［ ］

δ
， （５）

式中

犕α ＝
１

２

２＋ｃｏｓ２θα＋ｃｏｓ（２θα－０） ｃｏｓ２θα－ｃｏｓ（２θα－０）

２＋ｃｏｓ２θα＋ｃｏｓ（２θα－４×狀°） ｃｏｓ２θα－ｃｏｓ（２θα－４×狀°）

２＋ｃｏｓ２θα＋ｃｏｓ（２θα－４×２狀°） ｃｏｓ２θα－ｃｏｓ（２θα－４×２狀°）

 

２＋ｃｏｓ２θα＋ｃｏｓ（２θα－４×３６０°） ｃｏｓ２θα－ｃｏｓ（２θα－４×３６０°

熿

燀

燄

燅）

．

令狀＝５，最小化犕α 的条件数ｃｏｎｄ（犕α）２ 优化系统

参数θα，优化结果如图３（ｂ）所示。结果表明，θα＝±

３８°时，系统矩阵的谱条件数最小，系统稳定性较高。

考虑单色仪的的偏振效应［２０］，选取检偏器主轴方向

与单色仪入射狭缝平行，即θα＝０°，此时条件数为相

对小值。

４．２　系统的延迟测量范围

系统的延迟测量范围由理论本身决定。（１）式

中，犮１，犮２，犮３是τ１，δ和θα的非线性函数，求解延迟δ等

价于隐函数的求解。根据隐含数存在定理［２１］，只有当

犮１，犮２，犮３三元函数组的雅可比式（犮１，犮２，犮３）／（τ，δ，

θα）≠０时，隐含数存在。图４为非线性方程组的雅
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可比式与待测延迟的关系。显然，当δ＝０°，１８０°和

３６０°时雅可比式为零，表明该系统在这三个区域无

解，即在该区域信噪比低，系统检测误差较大。因

此，旋转波片法不适合测量λ／２波片。

图４ 雅可比式与待测延迟的关系

Ｆｉｇ．４ ＲｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎＪａｃｏｂｉａｎｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔａｎｄ

ｍｅａｓｕｒｅｄｒｅｔａｒｄａｔｉｏｎ

４．３　接收器件的非线性效应

光强法测量波片延迟的光路中，接收器件的非

线性可能会导致系统存在一个系统误差，降低了延

迟的绝对测量精度，但不影响系统的重复精度。本

节分析探测光强的非线性，并将分析前后的延迟测

量结果与Ｓｏｌｅｉｌ补偿器法比较。消除了非线性带来

的系统误差，提高了系统的测量精度。将偏振片置

于光轴上相互平行的起偏器和检偏器之间，通过步

进电机控制偏振片以一定的角速度旋转３６０°，接收

器件每隔５°采集一个光强。

在理想情况下，

犐０Ｐ（犻）＝τ２［ ］１ ０ ０ ０ ，

犕Ａ犕Ｐ（θ犻）犕Ｐ［ ］１ ０ ０ ０ Ｔ
＝τ２犐Ｐ（犻）， （６）

式中

犐Ｐ（犻）＝
１

８
［ｃｏｓ２（犻×１０°）＋２ｃｏｓ（犻×１０°）＋１］．

由于接收器件的非线性，探测光强可能是理想光强

的非线性函数：

犐ｐｏｌｙｆｉｔ（犻）＝犪０＋犪１［τ２犐Ｐ（犻）］＋犪２［τ２犐Ｐ（犻）］
２
＋

犪３［τ２犐Ｐ（犻）］
３
＋，…，＋犪犿［τ２犐Ｐ（犻）］

犿
＝

犫０＋犫１犐犘（犻）＋犫２犐
２
犘（犻）＋，…，＋犫犿犐

犿
Ｐ（犻）， （７）

χ
２
＝
１

７２∑
７２

犻＝１

［犐犿Ｐ（犻）－犐ｐｏｌｙｆｉｔ（犻）］
２

式中τ２ 为非线性校准时系统的光强透射率，犪为接收

器件的非线性系数，犫为实际拟合系数，犐ｐｏｌｙｆｉｔ为拟合

光强，犐犿Ｐ 为测量值，χ
２为残差，反映曲线拟合程度。

表１为探测光强的拟合结果，犖 为测量次数，犿

为拟合阶数。从表中可以看出，探测光强的一阶效

应和二阶效应在同一个数量级；探测光强的三阶及

以上的非线性效应影响不大，可以忽略。因此，接收

器件主要存在二次非线性效应。

表１ 探测光强的多项式拟合χ
２／（１０－７Ａ）２

Ｔａｂｌｅ１ Ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｆｉｔｔｉｎｇｏｆｄｅｔｅｃｔｉｎｇｉｎｔｅｎｓｉｔｙχ
２／（１０－７Ａ）２

犖 犿＝１ 犿＝２ 犿＝３

１ ０．００３８８２４０２ ０．００２５３９２７５ ０．００２４９２４１５

２ ０．００４６８９３１３ ０．００１８４４６１６ ０．００１７６６０６８

３ ０．００７５１８３３６ ０．００３１５００２０ ０．００３１０７３６４

４ ０．０１３８０９１２０ ０．００３６３７２９７ ０．００３６２９９１１

５ ０．０２０２８５９７０ ０．００３６２８６８０ ０．００３５９４０６３

　　尽管如此，此方法并没有得到真正的非线性系

数，多项式拟合得到的多项式系数犫与接收器件实

际的非线性系数犪通过τ２ 建立联系［见（７）式］。然

而，该方法基本可以消除接收器件的非线性效应，且

不影响波片延迟的测量，原因如下。

在理想条件下，置入待测波片后的探测光强为

犐ｗｐ＝τ１［ ］１ ０ ０ ０ 犕Ａ犕Ｃ犕Ｐ［ ］１ ０ ０ ０ Ｔ
＝

τ１犐ｗｐ（δ，θα）． （８）

考虑非线性时，

犐ｍｗｐ＝犪２犐
２
ｗｐ＋犪１犐ｗｐ＋犪０ ＝

犫２

τ
２
２

（τ１犐ｗｐ）
２
＋

犫１

τ２
（τ１犐ｗｐ）＋犫０ ＝犫２珘犐

２
ｗｐ＋犫１珘犐ｗｐ＋犫０，（９）

珘犐ｗｐ＝
τ１

τ２
犐ｗｐ（δ，θα）， （１０）

式中犐ｗｐ，犐
ｍ
ｗｐ，珘犐ｗｐ分别表示理想情况、消除非线性效

应前、消除非线性效应后的探测光强。从（８）式和（１０）

式易知，犐ｗｐ和珘犐ｗｐ的函数形式保持一致，相差一个比

例因子１／τ２。将犐ｗｐ和珘犐ｗｐ代入（１）式和（２）式得到

珘δ＝２ａｒｃｓｉｎ
（犮２／τ２）

２
＋（犮３／τ２）槡

２
＋犮３／τ２

犮１／τ２＋犮３／τ槡 ２

＝

２ａｒｃｓｉｎ
犮２２＋犮槡

２
３＋犮３

犮１＋犮槡 ３

＝δ， （１１）

式中δ和珘δ分别表示理想情况下和消除非线性效应

后求得的波片延迟。（１１）式表明上述的非线性校准

方法不影响延迟的测量。

本测试系统在５３２．４ｎｍ波长处测量了λ／４波

片和１２８°波片，测量结果如表２所示。可见，考虑接

收器件的非线性效应前后，波片延迟相差大于１°；

消除非线性效应后的结果与利用Ｓｏｌｅｉｌ补偿器测量

的结果相差小于０．３°，该误差在Ｓｏｌｅｉｌ补偿器测量

误差范围内。表明接收器件的非线性效应导致较大

的系统误差，且系统的重复性很好。

０８１２００１４
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表２ 测量结果

Ｔａｂｌｅ２ Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｒｅｓｕｌｔｓ

Ｗａｖｅｐｌａｔｅ１δ１／（°）

Ｗｉｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ Ｗｉｔｈｏｕｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

Ｗａｖｅｐｌａｔｅ２δ２／（°）

Ｗｉｔｈｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ Ｗｉｔｈｏｕｔｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｙ

１ ９１．９０７３ ９０．６０８５ １２９．０４８５ １２７．８９０４

２ ９１．９１２７ ９０．６１４１ １２９．０３１０ １２７．８７２３

３ ９１．８９９８ ９０．６０１１ １２９．０２３０ １２７．８６３５

４ ９１．８７３０ ９０．５７４３ １２９．０３３６ １２７．８７４０

５ ９１．８９４８ ９０．５９５５ １２９．０５９３ １２７．９００８

Ａｖｅｒａｇｅ ９１．８９７５２ ９０．５９８７ １２９．０３９０８ １２７．８８０２

Ｓｏｌｅｉｌｃｏｍｐｅｎｓａｔｏｒ ９０．３７ １２８．１８

４．４　误差分析

本测试系统的测量精度主要受３方面因素限

制：准直光束偏离、光源波动和方位角误差。其中方

位角误差主要来源于待测波片初始角度误差、步进

电机旋转误差和检偏器方位角误差。

当入射角最大为１°时，准直光束偏离带来的延

迟误差为Δδ０／δ＝０．００６％
［６］。

最小二乘拟合方法是一个非线性过程，不能做

简单的误差分析，因此，将使用计算机模拟估计后两

方面因素带来的延迟测量误差。模拟过程为：假定

整个测量系统是理想的，通过米勒矩阵运算得到出

射光强犐［见（１）式］，由（２）式求得理想情况下待测

波片的延迟δｔｈｅｏｒｙ；假定系统中的某一误差源存在最

大误差Δ，由 Ｍａｔｌａｂ随机函数ｒａｎｄ随机给出该误

差源的误差Δ犻（Δ犻 ≤Δ），同理可得到非理想情况

下的波片延迟δｅ；Δδ＝ δｔｈｅｏｒｙ－δｅ ，Δδ即为该误差

源引起的延迟测量误差。系统的测量精度等于各单

项误差的平方和，即

Δδ＝ Δδ
２
０＋Δδ

２
１＋Δδ

２
２＋Δδ

２
３＋Δδ槡

２
４，

式中Δδ０，Δδ１，Δδ２，Δδ３，Δδ４ 分别表示准直光束偏

离、光源波动、待测波片初始角度不准确、步进电机

旋转角度不准确和检偏器方位角不准确带来的

误差。

计算机模拟中，光源波动为０．１３％，波片初始

角度误差１°，检偏器方位角误差１°，步进电机旋转

精度１０″。图５和图６分别给出单项误差和总的测

量误差。分析发现，在０°，１８０°，３６０°附近±５°区域

内，测试精度受光源波动影响很大，测试误差在２°

以内，这是由于该方法在０°，１８０°，３６０°附近信噪比

很低，无法进行高精度测量（见４．２节）；在其他范

围，步进电机的旋转误差的影响微乎其微，测试精度

主要受波片初始角度误差和检偏器方位角误差的影

响，系统的检测重复偏差在０．１°以内。

图５ 误差的模拟

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒ

图６ 测量误差与波片延迟的关系

Ｆｉｇ．６ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒａｎｄ

ｗａｖｅｐｌａｔｅｒｅｔａｒｄａｔｉｏｎ

５　结　　论

该测试系统的优点在于：１）光路简单，误差源

少；２）使用偏振片对探测光强做了多项式拟合，基本

消除了接收器件的非线性；３）最小二乘拟合方法拟

合光强求解波片延迟，提高了信噪比，延迟测量精度

更高。实验结果表明，该测试系统不适于λ／２波片

测量；检偏器方位角在±３８°范围内，采样间隔小于

０８１２００１５
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１０°时系统较稳定；波片初始角度误差和检偏器方位

角误差对该系统的延迟测量影响较大，系统的检测

重复偏差在０．１°以内。
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