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摘要　横向剪切干涉术是一种自参考干涉计量技术，其原理是被检测波前与其自身被剪开的波前之间在重叠范围

内相干涉，由干涉图得到两相互剪切波前的波前差，通过波面重建算法得到待测波面。在波面重建算法中，泽尼克

待定系数法是其中的一种。分析了横向剪切干涉技术的测量原理；提出了一种新的基于解耦差分泽尼克待定系数

法的二维横向剪切波面重建算法。理论分析和数值仿真表明，该算法简单直观，复原精度高，而且可用直角坐标系

下的差分泽尼克多项式直接拟合环形波面。
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１　引　　言

横向剪切干涉仪（ＬＳＩ）结构简单，其共光路特

性使得它具有很好的稳健性和稳定性，可以在非稳

环境和其他许多商用干涉仪无法有效工作的环境下

进行探测。但横向剪切干涉仪没有标准波面，待测

波面和干涉条纹之间没有直接的对应关系，因此横

向剪切干涉波面测量必须分为两步：获得剪切波面

分布和重建原始波前。在重建算法中，主要有网格

点法［１］、积分法［２］、待定系数法［３］和最小二乘法［４］

等。网格点法精度较高，但只能用于二维剪切，硬件
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要求较高，同时存在运算量巨大的问题；积分法能应

用于一维或者二维剪切的情况，但只适用于小剪切

量干涉；最小二乘法利用优化算法求解最小二乘方

程组，精度受到一定影响。泽尼克待定系数法在横

向剪切干涉领域的应用是利用泽尼克多项式对剪切

相位进行拟合求出剪切相位泽尼克系数，再通过狓，

狔方向剪切相位泽尼克多项式系数与被测相位泽尼

克多项式系数之间的直接转换矩阵，最终求得被测

相位的泽尼克系数［５，６］。但是，一方面由于泽尼克

多项式本身的复杂性，系数之间直接转换矩阵的求

解异常困难，使得这种方法在二维横向剪切干涉领

域的应用仅局限于对低阶相位的探测（一般为前３５

阶泽尼克像差），很难推广；另一方面由于转换矩阵

非奇异，所得系数之间存在耦合，需要找出真实系数

与两个方向分别求得的系数之间的关系才能最终确

定真实系数，然而这种关系不易确定；最后，在实际应

用中因无法预知被测相位的泽尼克阶数而导致误差。

刘晓军等［６］采取了自适应的待定系数法试图解决这

个问题，但其对低阶像差的复原误差仅为λ／３００。

针对泽尼克待定系数法的这些缺点，本文参照

径向剪切波面复原的差分泽尼克待定系数法的一般

原理，提出了一种新的基于解耦差分泽尼克待定系

数法的二维横向剪切波面复原算法，利用差分泽尼

克多项式对两个方向的剪切波前进行拟合，分别求

出两个方向的剪切泽尼克系数，对系数进行平均，再

利用转换矩阵便可直接求解被测相位的真实系数。

转换矩阵的求解过程简单，而且可以利用它对系数

进行解耦，因而可以更方便准确地重建波面。

２　横向剪切干涉原理

横向剪切干涉（以狓方向剪切为例）的基本原理

是以被测波前珓（狓，狔）与其自身的剪开波前珓（狓＋犛狓，

狔）在重叠范围内干涉。其原理图如图１所示。

图１ 横向剪切干涉原理
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从图中可见叠加部分光程差为

珟Δ
狓（狓，狔）＝珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）， （１）

式中珘（狓，狔）是原始波面，珘（狓＋犛狓，狔）是其剪开波

面，珟Δ
狓（狓，狔）是剪切波前差，均以弧度为单位，犛狓 为

剪切量。干涉条纹实际反映了波面狓方向上间距为

犛狓 的两点的相位差的影响，因此利用横向剪切干涉

技术进行波面测量通常分为两个步骤进行：１）利用

干涉图处理技术获得剪切波面珟Δ
狓（狓，狔），珟Δ狔（狓，狔）；

２）重建剪切波面。由珟Δ
狓（狓，狔）、珟Δ狔（狓，狔）获得原始波

面珘（狓，狔），在波面重建算法中，基于差分泽尼克的

待定系数法是其中一种。

３　差分泽尼克待定系数算法

差分泽尼克待定系数法因在径向剪切干涉波面

复原中不存在耦合，被广泛应用于该领域。仿照其

原理，基于差分泽尼克待定系数法的二维横向剪切

波面复原算法的原理可以这样表述：假设以泽尼克

多项式为基底的原始波面

珘（狓，狔）＝∑
犕

犿＝１

犪犿狕犿（狓，狔）， （２）

式中犪犿 为原始波面的第犿 阶泽尼克多项式对应的

系数，狕犿 为第犿 阶泽尼克多项式，犕 为用于拟合的

泽尼克多项式的项数。根据剪切原理，剪切波面为

珟Δ
狓（狓，狔）＝珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）＝

∑
犕

犿＝１

犪犿［狕犿（狓，狔）－狕犿（狓＋犛狓，狔）］＝

∑
犕

犿＝１

犪犿犣犿（狓，狔）， （３）

式中

犣犿 ＝狕犿（狓，狔）－狕犿（狓＋犛狓，狔）， （４）

为第犿（犿 ＝１、２、３…犕）阶泽尼克波前剪切差（以

下称第犿阶差分泽尼克多项式）。记珟Δ
狓
犻为在第犻（犻＝

１，２，３，…，犖狓，犖狓 为总的有效采样点数 ）点的理论

波面差分值，Δ
狓
犻 为实际测量的第犻点的剪切波面值，

这样构造最小二乘代价函数

χ
２
＝∑

犖狓

犻＝１

（Δ
狓
犻 －珟Δ

狓
犻）
２． （５）

令χ
２／犪犿 ＝０，可得

∑
犕

犿＝１
μ犼犿犪犿 ＝β犼， （６）

式中

μ犼犿 ＝∑

犖狓

犻＝１

犣犼（狓犻，狔犻）犣犿（狓犻，狔犻），

β犼 ＝∑

犖狓

犻＝１

Δ
狓
犻犣犼（狓犻，狔犻）．

解（６）式就可以得到犪狓犿。同理由狔方向的剪切波前

可以求得另外一组系数犪狔犿。对两组系数求平均，再

通过泽尼克拟合可以得到珘（狓，狔）。

该方法的基础是求得差分泽尼克多项式犣犿。表

０８０１００１２
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１显示了直角坐标系下第３到第６阶差分泽尼克多

项式的表达式，可以看出犣４ 和犣５，犣６ 和犣７ 具有相

关性。由表１可以得知，差分泽尼克多项式线性相

关，不能构成一组基底，利用这组多项式对剪切波面

进行最小二乘拟合时所求得的系数并非就是原始波

面的真实系数，系数之间存在耦合，而且狓，狔方向的

系数之间存在非一致性，也就是说对于第犿 阶泽尼

克系数，有可能犪狓犿（或犪狔犿）等于真实系数，而犪狔犿（或

犪狓犿）不等于真实系数；或者犪
狓
犿 与犪

狔
犿 都不等于真实系

数，这样两组系数简单平均会导致重建误差非常大。

表１ 狓方向差分泽尼克多项式表

Ｔａｂｌｅ１ ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌａｌｏｎｇ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

Ｚｅｒｎｉｋｅ

ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ
犣犿（狓，狔）
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图２ 差分泽尼克法对第３到６５阶泽尼克像差的重建

误差统计图

Ｆｉｇ．２ Ｅｒｒｏｒｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｆｉｇｕｒｅｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ

ｏｆｔｈｅ ３ｒｄ ｔｏ ６５ｔｈ Ｚｅｒｎｉｋｅ ａｂｅｒｒａｔｉｏｎ ｕｓｉｎｇ

　　　ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅＺｅｒｎｉｋｅｍｅｔｈｏｄ

　　图２显示了用６５阶差分泽尼克多项式前６５阶

泽尼克像差进行处理的重建效果统计图，由于上述

原因致使大部分阶数泽尼克像差的重建精度很低，

只有例如第４，１２，１４，２２，２４等阶数的重建精度相对

较高。这里重建精度用重建波面与被测波面之差所

形成的残差波面均方根值与被测波面均方根（ＲＭＳ）

值之比（重建误差）来衡量。比如对于犪６＝２的波面

形成的双向剪切波面进行处理，利用上述原理所得

到的狓，狔方向的泽尼克系数分别为犪４＝１，犪６＝１和

犫４＝２，这样对两组系数平均后所得系数为 ′犪４＝

１．５，′犪６＝０．５，波面的重建误差为０．３５３０。

为了提高重建精度，必须对所求的泽尼克系数

进行解耦。首先依照（４）式求出有效采样范围中的

一组泽尼克剪切波前多项式，将这组泽尼克剪切波

前多项式中的每一项拉成列向量依次序保存成矩

阵。

对于第犿阶系数为１的泽尼克像差，利用已得

矩阵与上述传统的差分泽尼克待定系数法可以求得

一组泽尼克系数槇
′犪犿＝［

槇
′犪犿１，

槇
′犪犿２，…，

槇
′犪犿犕］

Ｔ（犕 为拟

合阶数）。将每一阶泽尼克像差进行上述处理后所

得系数组合，得到矩阵犘

犘＝ ［
槇
′犪１，

槇
′犪２，

槇
′犪３，… ，

槇
′犪犕］． （７）

如前所述犘的各列之间线性相关，存在耦合。

对于泽尼克系数为犪犿 的波前，利用泽尼克剪切

波前基底矩阵可求出两组泽尼克系数犪狓犿，犪狔犿，求平

均后得 ′犪犿。′犪犿 与犪犿 之间存在关系

′犪犿 ＝犘犪犿． （８）

从而

犪犿 ＝犘
＋ ′犪犿． （９）

　　犘
＋为矩阵犘的广义逆。利用犘对 ′犪犿 进行修

正，相当于对传统差分泽尼克待定系数法所求系数

进行解耦。以犪犿 为系数进行泽尼克拟合就可以得

到被测波前。

４　仿真结果

仿真验证过程中，模拟的数字波面为２４０ｐｉｘｅｌ×

２４０ｐｉｘｅｌ的数字窗口（尺寸为２．３８ｃｍ）范围内，外

半径为１ｃｍ，内半径为０．２ｃｍ的环形波面，横向剪

切的剪切量为０．１５ｃｍ。为了说明本文算法能很好

地解决差分泽尼克待定系数法在二维横向剪切干涉

波前复原中存在的耦合问题，用前６５阶剪切泽尼克

多项式对犪６＝２的波面形成的双向剪切波面进行处

理，解耦后得到的泽尼克系数为犪６＝２，其他阶均为

极小的接近于０（小于１０－１４）的数，因而能够精确重

建输入波面，重建误差为２．０７６×１０－１６。

为了说明算法的稳定性，分别选取了２０，３０，

４０，４５，…，１００阶的差分泽尼克多项式对犪６ ＝０．８，

犪１４ ＝１，犪２３ ＝２，犪２９ ＝－０．６，犪３５ ＝１，犪４１ ＝－０．４，

犪４９ ＝０．３，犪５５＝－０．２，犪６３＝０．５的像差进行处理，

得到的波前重建精度显示于图３。可见用于拟合的

差分泽尼克多项式的阶数犖ｓ小于待测波前最高阶

数犖ｆ（如犖ｆ＝６３）时，存在比较大的截断误差（图４

给出了利用５５阶差分泽尼克多项式进行处理的情

况，重建误差为０．２３８５）；当犖ｓ≥６３时，复原精度非

０８０１００１３
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常高（重建误差小于１０－１４），说明不存在模式混淆

（图５展示了利用６５阶差分泽尼克多项式进行处理

的情况，重建误差为５．１５２×１０－
１５）。因此影响本算

法精度的最大因素是犖ｓ的选取。实际应用中，在未

知被测波面的组成情况下，为了避免犖ｓ小于被测波

面最高泽尼克阶数时引起较大重建误差，可以利用尽

量多阶差分泽尼克多项式（比如１００阶）进行处理。

此外，所有的仿真结果都是对环形波面的处理，

可见本算法对于环形波面复原并不需要像一般的模

式法波前复原那样必须要用环形泽尼克多项式。 图３ 算法稳定性分析图

Ｆｉｇ．３ Ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅｄｅｃｏｕｐｌｅｄｍｅｔｈｏｄ

图４ 犖ｓ＜犖ｆ时解耦的差分泽尼克待定系数法对给定波面的重建效果图。（ａ）被测波面；（ｂ）由（ａ）形成的狓方向剪切波面；

（ｃ）狔方向的剪切波面；（ｄ）解耦的差分泽尼克待定系数法重建波面；（ｅ），（ａ）与（ｄ）的残差波面（ＲＭＳ为相对误差值）

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｒａｎｄｏｍｗａｖｅｆｒｏｎｔｗｈｅｎ犖ｓ＜犖ｆｂｙｄｅｃｏｕｐｌｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅＺｅｒｎｉｋｅｍｅｔｈｏｄ．（ａ）Ｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；

（ｂ）ｓｈｅａｒｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔａｌｏｎｇ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｅａｒｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔａｌｏｎｇ狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｓｉｎｇ

　　　　　　　　　　　ｔｈｅｄｅｃｏｕｐｌｅｄｏｎｅ；（ｅ）ｒｅｓｉｄｕａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｂｅｔｗｅｅｎ（ａ）ａｎｄ（ｄ）

图５ 犖ｓ＞犖ｆ时解耦的差分泽尼克待定系数法对给定波面的重建效果图。（ａ）被测波面；（ｂ）由（ａ）形成的狓方向剪切波面；

（ｃ）狔方向的剪切波面；（ｄ）解耦的差分泽尼克待定系数法重建波面；（ｅ）（ａ）与（ｄ）的残差波面（ＲＭＳ为相对误差值）

Ｆｉｇ．５ Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｒａｎｄｏｍｗａｖｅｆｒｏｎｔｗｈｅｎ犖ｓ＞犖ｆｂｙｄｅｃｏｕｐｌｅｄｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅＺｅｒｎｉｋｅｍｅｔｈｏｄ．（ａ）Ｔｅｓｔｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔ；

（ｂ）ｓｈｅａｒｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔａｌｏｎｇ狓ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｃ）ｓｈｅａｒｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔａｌｏｎｇ狔ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ；（ｄ）ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｕｓｉｎｇ

　　　　　　　　　ｔｈｅｄｅｃｏｕｐｌｅｄｏｎｅ；（ｅ）ｒｅｓｉｄｕａｌｗａｖｅｆｒｏｎｔｂｅｔｗｅｅｎ（ａ）ａｎｄ（ｄ）
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５　结　　论

鉴于传统的泽尼克待定系数法算法复杂的缺

陷，提出了基于解耦差分泽尼克待定系数法的二维

横向剪切波面重建算法，复原精度极高，且不存在模

式法波前复原固有的模式混淆问题。不同于传统的

泽尼克待定系数法，它是用差分泽尼克多项式对剪

切波前进行拟合，因而不需要进行复杂的转换矩阵

计算，也不需要找出两个方向分别求得的泽尼克系

数与真实系数之间的关系，只需直接求出系数耦合

矩阵犘，利用犘对系数解耦即可求得真实系数，而犘

的求解直观简单。对于环形波面，不需要特别地用

环形区域上的泽尼克多项式进行拟合，这也是传统

的泽尼克待定系数法所不具有的优点。
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