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两位量子纠错的编码方案及量子电路的实现
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摘要　在无测量电路中，提出两位纠错量子电路的概念。构造出纠两位错的量子编码方案及量子纠错电路，此电

路可以同时纠正量子信息中的一位错、两位错，突破了以往量子电路只能纠正一位错的局限。引入编码电路编码

输入信息的辅助位，根据辅助位的不同判断输入信息的不同量子状态。在设计七量子位的纠错电路过程中，提出

了模块化思想，以五量子位纠错电路为基础模块构建纠错电路，简化了多量子位纠错电路的设计过程。
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１　引　　言

量子计算机、量子密码学［１］和量子通信［２］是近

年来量子信息科学的三个主要研究领域，量子信息

论之所以优越于经典信息论最主要特点是量子的相

干性［３～５］。然而在对量子比特的操作以及传输过程

中，由于环境的影响，量子相干性将不可避免地随时

间指数衰减，这就是困扰整个量子信息论的消相干

问题，而这些引起量子错误的因素可统称为量子噪

声。如果不及时纠正量子噪声引起的量子错误，将

有可能导致全部量子信息的谬误。为了消除消相干

引起的错误需要及时对量子信息进行纠正。

Ｓｔｅａｎｅ利用与Ｓｈｏｒ
［６，７］不同的方法通过研究多

重粒子纠缠态的性质提出了量子纠错码方案，由他

们提出的量子纠错编码思想，为解决量子操作中的

误码等问题提供了有效的解决方法。近年来，各种

不同的编码方案被提出进而得到完善和发展。

Ｓｔｅａｎｅ、Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ和 Ｓｈｏｒ
［８］提出了 Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ

ＳｈｏｒＳｔｅａｎｅ（ＣＳＳ）构造法；Ｃａｌｄｅｒｂａｎｋ等
［９，１０］基于

经典编码理论，利用实正交群的两个特殊离散子群

建立了量子纠错码的二元正交几何框架，独立地发

现了一种实质上等价于量子纠错码的构造方法；

Ｇｒａｓｓ和Ｂｅｔｈ明确了纠正删除错误的量子纠错码

的物理实质和数学表示，提出量子ＢＣＨ码的概念；

此外，Ｒａｉｎｓ等考虑稳定子量子码以外的线性量子

纠错码，构造了许多不同类型的量子纠错码；

Ｚａｎａｒｄｉ、Ｒａｓｅｔｔｉ和Ｌｉｄａｒ等提出无噪声量子码和无

消相干子空间编码；Ｓｔｅａｎｅ
［１１］改进了ＣＳＳ构造法，

确立了Ｓｔｅａｎｅ构造法。
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在经典的纠错电路［１２］中，纠错之前需要对信息

进行测量以获得错误信息，而在量子电路中，根据量

子力学基本原理，测量会产生量子态的坍缩，破坏原

量子态的信息，为了避免测量引起的坍塌效应，本文

所搭建的电路通过引入辅助位，不需测量就可纠正

编码量子态中的错误。目前，在量子纠错电路中纠

正一位错拥有比较成熟的编码及纠错方案，研究者

大都认为出现一位错的概率比较大。实际上，当对

量子信息进行多次操作或长距离传输时，由于量子

噪声的存在，量子信息有一定概率出现两位错。为

了纠正量子信息中的两位错，本文构造了能同时纠

正一、两位错的纠错电路。还通过引进模块化设计

量子纠错电路的思想，以五量子位量子编码纠错电

路为模块搭建了七量子位量子编码及纠错电路，简

化了多量子位纠错电路设计与优化的过程。

２　量子纠错的基本概念

量子信息在操作过程中，由于量子噪声的影响，

量子信息可能出现的错误一般分为３类：１）位反转

错：｜０〉→｜１〉或｜１〉→｜０〉；２）相位出错：｜ψ〉＝α｜０〉＋

β｜１〉→｜ψ〉＝α｜０〉－β｜１〉或｜ψ〉＝α｜０〉＋β｜１〉→｜ψ〉＝

－α｜０〉＋β｜１〉；３）位反转错和相位错误同时发生。

当找到可以纠正位反出错的量子线路时，只需

要在每条线路的两端加上 Ｈａｄａｍａｒｄ门（Ｈ门）（如

图１所示）即可纠正相位出错。

图１ Ｈａｄａｍａｒｄ门

Ｆｉｇ．１ Ｈａｄａｍａｒｄｇａｔｅ

首先对相位出错进行 Ｈ门的变换：

犎＝
１

槡２

１ 　１

１ －
［ ］

１
， （１）

犎狘０〉＝ （狘０〉＋狘１〉）／槡２， （２）

犎狘１〉＝ （狘０〉－狘１〉）／槡２． （３）

例如：若｜ψ〉＝α｜０〉＋β｜１〉发生相位出错变为｜ψ′〉＝

α｜０〉－β｜１〉，｜ψ〉、｜ψ′〉在Ｈ门的作用下，

犎狘ψ′〉＝α（１／２）
１／２（狘０〉＋狘１〉）－

β（１／２）
１／２（狘０〉－狘１〉）＝ （１／２）

１／２（α＋β）狘１〉＋

（１／２）１
／２（α－β）狘０〉， （４）

犎狘ψ〉＝α（１／２）
１／２（狘０〉＋狘１〉）＋

β（１／２）
１／２（狘０〉－狘１〉）＝ （１／２）

１／２（α＋β）狘０〉＋

（１／２）１
／２（α－β）狘１〉． （５）

通过（４）式，（５）式比较得出经 Ｈ门作用，相位出错

变为位反转错。

因此，只要设计出位反转出错的纠正逻辑电路，

则相位出错通过Ｈ门变为位反转错，再通过纠正逻

辑电路，最后再通过 Ｈ门变换恢复到初始相位。

由定理：若量子纠错码可以纠正错误 Ａ和Ｂ，

则可以纠正Ａ和Ｂ的任意线性组合。可知纠错电

路可以纠正位反转错和相位出错时，就可纠正位反

转错和相位错误同时发生的情况。

３　五量子位的编码方案及量子电路的

实现

为了增强量子信息的存储可靠性及纠错需要，

可以用五位量子位编码一位量子信息。设初始输入

的一位量子信息为：｜ψ〉＝α｜０〉＋β｜１〉，在引入初态

均为｜０〉态的四位辅助位时，以输入信息量子位为控

制位，四位辅助位作为目标位，执行控制 ＮＯＴ

操作：

（α狘０〉＋β狘１〉）狘００００〉＝α狘０００００〉＋

β狘１００００〉→α狘０００００〉＋β狘１１１１１〉

　　通过上述操作把量子态α｜０〉＋β｜１〉中的信息

存储在五量子位的纠缠态中。假设在量子信息的操

作过程中，五量子位出现一位错、两位错和正确量子

态的可能总量子态数共有犖＝犆１５＋犆
２
５＋１＝１６种。

如果用狀位辅助位来区别这些状态，则２狀≥１６，得

狀≥４。所以至少需要４位辅助位来区别所有状态。

用４位辅助位编码１６种状态供选择的编码方式是

多种多样的，通过分析和研究，选取如表１所示的编

码方案（注：前面五位是量子信息位，括号中的为编

码量子信息的辅助位）。

表１ 五量子位信息辅助位的编码表

Ｔａｂｌｅ１ Ａｕｘｉｌｉａｒｙｂｉｔｓ′ｃｏｄｉｎｇｔａｂｌｅｏｆｆｉｖｅｂｉｔｓ

Ｉｎｐｕｔ Ｏｕｔｐｕｔ Ｉｎｐｕｔ Ｏｕｔｐｕｔ

Ｎｏｅｒｒｏｒ ０００１１（００００）０００１１（０００１）

０００００（００００） ０００００（００００）００１０１（００００）００１０１（００１０）

Ｓｉｎｇｌｅｂｉｔｅｒｒｏｒ ０１００１（００００）０１００１（０１００）

００００１（００００） ００００１（１１１１）１０００１（００００）１０００１（１０００）

０００１０（００００） ０００１０（１１１０）００１１０（００００）００１１０（００１１）

００１００（００００） ００１００（１１０１）０１０１０（００００）０１０１０（０１０１）

０１０００（００００） ０１０００（１０１１）１００１０（００００）１００１０（１００１）

１００００（００００） １００００（０１１１）０１１００（００００）０１１００（０１１０）

１０１００（００００）１０１００（１０１０）

Ｔｗｏｑｕｂｉｔｓｅｒｒｏｒ １１０００（００００）１１０００（１１００）

　　表１所示的是输入量子信息为｜０〉时，不同量子

信息状态所对应的编码表，当量子信息为｜１〉时，编

码 状态与表１完全对称，完整的编码表如表２所示。

０５２７００１２
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表２ 纠错过程中的量子态转化

Ｔａｂｌｅ２ Ｉｎｐｕｔｓｔａｔｅｓｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｎｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎ

Ｉｎｐｕｔ Ｃｏｄｅｄ

Ｓｔｅｐｏｎｅ

（Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｉｎｐａｒｔＮ′

ｆｕｎｃｔｉｏｎ）

Ｓｔｅｐｔｗｏ

（Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｉｎｐａｒｔＭ′

ｆｕｎｃｔｉｏｎ）

０００００（００００）

１１１１１（００００）

０００００（００００）

１１１１１（００００）

０００００（００００）

１１１１１（００００）

０００００（００００）

１１１１１（００００）

００００１（００００）

１１１１０（００００）

００００１（１１１１）

１１１１０（１１１１）

１１１１１（１１１１）

０００００（１１１１）

０００００（１１１１）

１１１１１（１１１１）

０００１０（００００）
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另外，设计的表１有三个特点：当五位量子态出现

１～２位错时，量子信息通过编码线路后，利用四位

辅助位，可以完全区分五位量子态的１６种不同状

态；当五位量子态中最后一位为｜１〉时，辅助位中｜１〉

的个数为奇数，当五位量子态中最后一位为｜０〉时，

辅助位中１的个数为偶数；在两位错中，辅助位的状

态与五位量子态的前四位完全一致。根据表１构造

的量子编码电路如图２所示。

图２ 五量子位信息辅助位的编码电路

Ｆｉｇ．２ Ａｕｘｉｌｉａｒｙｂｉｔ＇′ｃｏｄｉｎｇｃｉｒｃｕｉｔｏｆｆｉｖｅｂｉｔｓ

图中辅助位α、β、γ、μ初始都制备在｜０〉，其中辅

助位α的输出由Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ四位控制，辅助位β的输

出由Ａ、Ｃ、Ｄ、Ｅ四位控制，辅助位γ的输出由Ａ、Ｂ、

Ｄ、Ｅ四位控制，辅助位μ的输出由 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｅ四位

控制。例如当量子信息输入｜ＡＢＣＤＥ〉为｜０００１１〉

时，经过此编码电路使辅助位α、β、γ、μ分别翻转２

次、２次、２次、１次，最终辅助位由（００００）输出为

（０００１）。

４　纠错方案及其量子线路的实现

当输入信息经过图２所示的编码电路后，根据

编码方案的规律，可以把纠错电路分成两部分，第一

部分（Ｎ）纠两位错，第二部分（Ｍ）纠一两位错，纠错

中的量子态转化过程如表２所示。

根据表２的量子态转化过程构造的纠错量子电

路如图３所示。

图３ 五量子位信息纠错电路

Ｆｉｇ．３ Ｆｉｖｅｂｉｔｓｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｃｉｒｃｕｉｔ
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　　初始输入经过编码后，在Ｎ电路部分，Ａ、Ｂ、Ｃ、

Ｄ四位分别由辅助位α、β、γ、μ控制翻转，Ｅ位由α、

β、γ、μ共同控制翻转。由表２可以看出，当存在两

位错时，经过Ｎ电路部分的控制操作就可得到正确

的输出。若当输入量子信息中存在的是一位错时，

经过Ｎ电路部分后得到是与正确信息完全相反的

量子状态，需经 Ｍ电路部分纠错后才能得到正确信

息；在 Ｍ电路部分，以辅助位α、β、γ、μ中状态为｜１〉

的位为控制位，对五位量子信息进行控制操作。其

中部分①是当辅助位α、β、γ、μ四位全为｜１〉时，对五

位量子位进行控制 ＮＯＴ操作，部分②当辅助位β、

γ、μ为｜１〉时，对五位量子位进行控制ＮＯＴ操作，部

分③当辅助位α、γ、μ为｜１〉时，对五位量子位进行控

制ＮＯＴ操作，部分④当辅助位α、β、μ为｜１〉时，对

五位量子位进行控制 ＮＯＴ操作，部分⑤当辅助位

α、β、γ为｜１〉时，对五位量子位进行控制ＮＯＴ操作。

五位的量子信息通过此部分后，可得到正确的输出。

例如当初始输入为｜００１０１〉（００００），经过编码电

路为｜００１０１〉（００１０），在经过 Ｎ电路部分时，Ａ、Ｂ、

Ｃ、Ｄ、Ｅ五位分别经过０次、０次、１次、０次、１次翻

转输出｜０００００〉（００１０），得到正确的量子信息。当初

始输入为｜０１０００〉（００００）经过编码电路为｜０１０００〉

（１０１１），在经过Ｎ部分时，Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ五位分别经

过１次、１次、０次、１次、３次翻转得到输出｜１１１１１〉

（１０１１），五位量子信息进入 Ｍ 电路部分时，只有③

电路对五位量子位做控制 ＮＯＴ操作，最后量子信

息输出｜０００００〉（１０１１），得到正确的量子信息。图４

给出五量子位编码纠错的量子电路。

加上Ｈ门后完整的五位编码纠错量子线路电

路如图５所示。

图４ 编码纠错量子线路

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｄｉｎｇａｎｄｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｏｆｆｉｖｅｑｕｂｉｔｓ

图５ 完整的五位编码纠错量子线路

Ｆｉｇ．５ ＣｏｍｐｌｅｔｅｆｉｖｅｑｕｂｉｔｓｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｗｉｔｈＨａｄａｍａｒｄｇａｔｅ

５　七量子位的编码纠错方案及量子电

路模块化实现

在量子纠错编码中，根据要求往往需要多位编

码，随着位数的增多，编码纠错量子电路变得复杂起

来，通过分析和研究，可以使用模块化编码纠错量子

电路方案。在七量子位量子纠错电路构造过程中，

首先对七量子位的前五位使用五量子位构建的编码

及纠错电路对其进行编码和纠错；然后，以纠正过的

五量子位中的任意一位为基准，再对剩下的两位进

行编码及纠错。例如：有Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ、Ｆ、Ｇ七量子

位，先对 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ进行五量子位的纠错，那么

Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ通过纠错后，以其中任意一位为基准，

再对Ｆ、Ｇ进行纠错。图６所示的七量子位的纠错

电路就是在五量子位的编码及纠错量子电路上通过

增加两位辅助位来实现的（注：图６左方框中为五量

子位的编码及纠错量子电路）。

例如，当输入｜ＡＢＣＤＥＦＧ〉为｜００００１０１〉时，Ｆ、

Ｇ两位信息为｜０１〉，首先对Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ五量子位

纠错，经过五量子位的纠错电路（图６左方框中的电

路），Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ的输出为｜０００００〉，α、β、γ、μ辅助

位为｜１１１１〉；以Ｅ为控制位，Ｆ、Ｇ位为目标位进行

控制ＮＯＴ操作，Ｆ位为｜０〉，所以辅助ν位为｜０〉保

持不变；Ｇ位为｜１〉，辅助位ο被置成｜１〉，而后以辅

０５２７００１４
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助位ο为控制位Ｇ为目标位进行控制ＮＯＴ操作，Ｇ

位变为｜０〉，最后七位量子位输出为｜０００００００〉，辅助

位输出为｜１１１１０１〉。

如果要对九量子位信息进行纠错编码，把图６

所示的七量子比特编码纠错电路作为模块，构造九

量子位编码纠错电路，逐级套用，可得到任意狀量子

位模块化编码纠错电路。

图６ 七量子位编码纠错电路

Ｆｉｇ．６ Ｑｕａｎｔｕｍｃｉｒｃｕｉｔｏｆｅｒｒｏｒｃｏｒｒｅｃｔｉｏｎｉｎ７ｑｕｂｉｔ

６　结　　论

提出的五量子位的编码方案及量子纠错电路完

全实现了对一位、两位纠错的需要；在编码方案中引

入辅助位，用４位辅助位来分辨１６种不同的信息状

态，实现了辅助位的最大化利用；纠错电路中使用的

都是简单的Ｔｏｆｆｏｌｉ门，易于物理上的实现；在设计

多量子位的纠错电路时，引入模块化思想，在构造七

量子位纠错电路的过程中以五量子位纠错电路为基

础模块，使纠错电路的构造方便简洁，简化设计过

程，构建的电路结构简单且各部分的功能明确，这为

多量子位纠错电路的设计与优化提供了新思路。
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