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非简并光学参变振荡器的同步特性研究

高申艳　郭奇志
（上海大学理学院物理系，上海２００４４４）

摘要　研究了非简并光学参变振荡器系统的混沌和超混沌同步特性。利用单向耦合驱动法实现了两个非简并光

学参变振荡器的混沌和超混沌相位同步，分别研究驱动系统处于混沌态和超混沌态的情况，通过计算机仿真得出

响应系统的最大李雅普诺夫（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数谱，得到了不同情况下实现同步的耦合常数取值范围。另外，分别通

过信号光、闲频光及双模单向耦合法进行混沌和超混沌同步研究，通过李雅普诺夫指数谱的对比，得出信号光耦合

方式优于闲频光耦合，双模耦合能够优化混沌同步结果。系统的相图、时间序列图很好地验证了非简并光学参变

振荡器的混沌以及超混沌同步结果。
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１　引　　言

混沌系统的同步最初是由美国海军实验室学者

Ｐｅｃｏｒａ等
［１］在１９９０年提出并首次在电子线路中使

用驱动 响应法实现的，多年来，已有众多的学者对

不同系统中的混沌同步进行了研究，并对其在保密

通信中的应用进行了研究［２～７］。光学混沌同步常用

的方法有相互耦合法、驱动响应法、连续变量反馈法

以及延时反馈 注入法等。单向耦合驱动法是驱动

响应法的推广，其在混沌同步研究中的应用比较

普遍。

光学参变振荡是典型的非线性光学效应，属于

二阶非线性光学混频过程，在适当选取系统参数时

能够产生混沌输出。目前众多的学者对简并光学参

变振荡器的混沌控制、同步以及应用展开了研

究［７～１３］。冯秀琴等［８，９］对简并光学参变振荡器的混

沌及超混沌的控制及同步进行了系统的研究，何先

刚等［１０］对系统参数不同的简并光学参变振荡器之

间的同步进行了研究，黄琼等［１２］利用反馈控制实现

０５１９００３１
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了简并光学参变振荡系统的混沌及周期同步。非简

并光学参变振荡器作为产生谐波、亚谐波以及非经

典光场的重要工具，正在引起人们的极大兴趣。郜

江瑞等［１４］对三模共振光学参变振荡腔抽运场的压

缩进行过研究，费佳等［１５］对非简并光学参变振荡器

的不稳定性进行了研究，田晓华等［１６，１７］对非简并光

学参变振荡器动力学特性随驱动场的变化以及混沌

控制进行了研究。由于非简并光学参变振荡器的特

性更为复杂，将其应用于保密通信也就更难被破解，

因此对于非简并光学参变振荡器的混沌与超混沌同

步的研究必将具有更为重要的应用价值。

本文研究了非简并光学参变振荡器的混沌和超

混沌 同 步，通 过 计 算 系 统 的 最 大 李 雅 普 诺 夫

（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数，得到了能够实现混沌及超混沌同步

的耦合常数范围，为进一步研究其应用奠定了基础。

２　非简并光学参变振荡器的动力学

特性

非简并光学参变振荡器是非线性光学系统，其

半经典动力学方程［１５］是

ｄ犃０
ｄ狋
＝－（狉０＋ｉΔ０）犃０－犓犃１犃２＋犈犃，

ｄ犃１
ｄ狋
＝－（狉１＋ｉΔ１）犃１＋犓犃０犃


２ ，

ｄ犃２
ｄ狋
＝－（狉２＋ｉΔ２）犃２＋犓犃０犃


１

烅

烄

烆
，

（１）

式中犃０，犃１，犃２ 分别代表抽运光、信号光和闲频光

的复振幅；狉０，狉１，狉２ 分别为这３个模的衰减率；Δ０，

Δ１，Δ２分别为３个模的失谐量；犈犃 为抽运场强度，这

里取为实数。

非简并光学参变振荡器具有丰富的动力学特

性。图１（ａ）为非简并光学参变振荡器系统的最大

李雅普诺夫指数λｍａｘ随驱动场的变化曲线
［１６］，其中

系统的参数取为狉０ ＝狉１ ＝狉２ ＝１．０，Δ０ ＝Δ２ ＝

１．０，Δ１ ＝－５．０，初始条件为犃
０
０＝０．１＋ｉ０．１，犃

０
１＝

０．１＋ｉ０．１，犃
０
２ ＝０．１＋ｉ０．１。易看出，在不同的驱动

场条件下，非简并光学参变振荡系统分别处于定态、

周期态、混沌、超混沌态。图１（ｂ）～（ｄ）分别为驱动

场强犈犃 取５２．４，８．０，１５．４时非简并光学参变振荡

系统的相图，此时系统分别处于超混沌、周期、以及

混沌态。

图１ （ａ）系统犃的李雅普诺夫指数随犈犃 的变化曲线，（ｂ）超混沌吸引子，（ｃ）系统的周期轨道，（ｄ）混沌吸引子

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｌｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｏｆｓｙｓｔｅｍ犃ｖｅｒｓｕｓ犈犃，（ｂ）ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ，

（ｃ）ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔ，（ｃ）ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ

３　非简并光学参变振荡器混沌系统的

同步

现有３个非简并光学参变振荡器系统犃，犅，犆，

犃为驱动系统，动力学方程为（１）式，犅，犆为响应系

统，动力学方程分别为

ｄ犅０
ｄ狋
＝－（狉０＋ｉΔ０）犅０－犓犅１犅２＋犈犅，

ｄ犅１
ｄ狋
＝－（狉１＋ｉΔ１）（犅１＋η１犃１）＋犓犅０犅


２ ，

ｄ犅２
ｄ狋
＝－（狉２＋ｉΔ２）（犅２＋η２犃２）＋犓犅０犅


１

烅

烄

烆
，

（２）

０５１９００３２
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ｄ犆０
ｄ狋
＝－（狉０＋ｉΔ０）犆０－犓犆１犆２＋犈犆，

ｄ犆１
ｄ狋
＝－（狉１＋ｉΔ１）（犆１＋η１犃１）＋犓犆０犆


２ ，

ｄ犆２
ｄ狋
＝－（狉２＋ｉΔ２）（犆２＋η２犃２）＋犓犆０犆


１

烅

烄

烆
．

（３）

　　响应系统犅，犆是相同的两个动力学系统，当初

始条件不同时，具有不同的混沌轨道。利用系统犃来

驱动系统犅，犆，使系统犅，犆产生混沌同步。犈犃，犈犅，

犈犆 分别是犃，犅，犆系统的抽运场强度，η１，η２ 分别为

信号光和闲频光耦合常数。

３．１　非简并光学参变振荡器混沌同步

Ｐｅｃｏｒａ等
［１］指出，只要响应系统的所有李雅普

诺夫指数均小于０即λｍａｘ＜０，就能够实现响应系统

的混沌同步。我们利用单向耦合法（包括闲频光耦

合、信号光耦合以及双模单向耦合法）来研究非简并

光学参变振荡器的混沌同步。本节利用处于混沌态

的系统犃作为驱动系统，响应系统犅，犆同时处于混

沌态或超混沌态。

图２是在驱动系统处于混沌态（犈犃 ＝１５．４）时

得到的响应系统的最大李雅普诺夫指数随耦合常数

的变化曲线。３个系统的参数仍取为狉０＝狉１＝狉２＝

１．０，Δ０ ＝Δ２ ＝１．０，Δ１ ＝－５．０，初始条件为：

犃００＝０．１＋ｉ０．１，犃
０
１＝０．１＋ｉ０．１，犃

０
２＝０．１＋ｉ０．１，

犅００＝０．２＋ｉ０．２，犅
０
１＝０．２＋ｉ０．１，犅

０
２＝０．１＋ｉ０．１，

犆００ ＝０．１＋ｉ０．１，犆
０
１＝０．１＋ｉ０．２，犆

０
２＝０．２＋ｉ０．２。

图２ 犈犃＝１５．４，犈犅＝犈犆＝１５．４时，（ａ）闲频光耦合，（ｂ）信号光耦合，（ｃ）双模耦合情况，和犈犅＝犈犆＝５２．４时，

（ｄ）闲频光耦合，（ｅ）信号光耦合（ｆ）双模耦合情况

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｉｄｌｅｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｂ）ｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄ（ｃ）ｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ犈犃＝１５．４，犈犅＝犈犆＝１５．４；

（ｄ）ｉｄｌｅｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｅ）ｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄ（ｆ）ｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ犈犅＝犈犆＝５２．４

　　图２（ａ），（ｂ），（ｃ）是在犈犅＝犈犆＝１５．４即响应系

统犅，犆处于混沌态时，分别利用闲频光耦合、信号

光耦合、双模耦合方式所得的响应系统的最大李雅

普诺夫指数随耦合强度的变化曲线。图２（ａ）为

η１＝０，即闲频光单向耦合的情况，从图２可以看出，

在闲频光耦合常数０．２３＜η２＜０．２３６，和０．３＜η２＜

０５１９００３３
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０．４０４和０．４０８＜η２＜０．５时响应系统的最大李雅

普诺夫指数值小于０，可以实现混沌同步，但是同步

效果较差；η２＝０即信号光单向耦合情况如图２（ｂ）

所示，在耦合常数０．０６＜η１＜０．５时，响应系统的最

大李雅普诺夫指数值小于０，可以实现混沌同步；而

双模耦合的方式，取耦合常数η１＝－η２＝η，在耦合

常数０．０５６＜η＜０．５时，就可实现响应系统的混沌

同步，如图２（ｃ）所示。

图２（ｄ）～（ｆ）显示的是在犈犅＝犈犆＝５２．４即响

应系统处于超混沌态的情况下，分别采用闲频光、信

号光和双模３种耦合方式所得的响应系统的最大李

雅普诺夫指数随耦合强度的变化曲线。图２（ｄ）显

示的是闲频光单向耦合时（η１＝０），在整个闲频光耦

合常数（η２）范围（０～０．５）内λｍａｘ＞０，无法实现混沌

同步。由图２（ｅ）得出信号光单向耦合（η２＝０）时，在

耦合常数０．１９＜η１＜０．５时，响应系统的最大李雅

普诺夫指数值小于０，即可实现混沌同步；而在双模

单向耦合的情况下，取双模耦合常数η１＝－η２＝η，

在耦合常数０．１７＜η＜０．５时，就可通过双模耦合实

现响应系统的混沌同步，如图２（ｆ）所示。

为了验证以上结果，做出了响应系统犅，犆达到

混沌同步时系统的相图和时间序列图。

在犈犃＝犈犅＝犈犆＝１５．４时，信号光单向耦合取

耦合常数为η２＝０，η１＝０．３６，系统的其他参数保持

不变，此时系统的相图和时间序列图如图３所示，

图３（ａ）是响应系统犅，犆的同步相图；图３（ｂ）是响

应系统犅的混沌吸引子。图３（ｃ），（ｄ）分别是在闲

频光耦合（η１＝０，η２＝０．３６）、信号光耦合（η２＝０，

η１＝０．３６）时响应系统的混沌同步弛豫过程，对比可

以看出，闲频光耦合同步所需时间较长，而信号光耦

合时响应系统很快达到同步，效果较好。

图４是在犈犃 ＝１５．４，犈犅 ＝犈犆 ＝５２．４时利用

信号光单向耦合法（耦合常数η２ ＝０，η１ ＝０．３），得

到 的犅，犆达到混沌同步时系统的相图和时间序列

图３ （ａ）犅，犆系统的相位同步，（ｂ）达到同步后犅的混沌吸引子，（ｃ）闲频光耦合的同步弛豫过程，

（ｄ）信号光耦合的同步弛豫过程

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｐｈａｓｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆ犅ａｎｄ犆，（ｂ）ｔｈｅｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆ犅ａｆｔｅｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，

（ｃ）犐（犅１）－犐（犆１）ｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ狋ｏｆｉｄｌｅｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｄ）犐（犅１）－犐（犆１）ｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ狋ｏｆｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ

图４ （ａ）犅，犆系统的相位同步，（ｂ）信号光耦合法的同步弛豫过程

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｐｈａｓｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆ犅ａｎｄ犆，（ｂ）犐（犅１）－犐（犆１）ｖｅｒｓｕｓｔｉｍｅ狋ｏｆｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ
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图。（ａ）为系统犅，犆的同步相图；（ｂ）是响应系统犅，

犆的同步弛豫过程。

３．２　非简并光学参变振荡器的超混沌同步

本节讨论驱动系统 犃 处于超混沌态（犈犃 ＝

５２．４）时，同样可以驱动处于混沌或超混沌态的响

应系统达到同步。这种情况下响应系统的最大李雅

普诺夫指数随耦合常数的变化曲线如图５所示，３

个系统的参数及初始条件保持不变。

图５ 犈犃 ＝５２．４，犈犅 ＝犈犆 ＝１５．４，（ａ）闲频光耦合，（ｂ）信号光耦合，（ｃ）双模耦合情况，

犈犅＝犈犆＝５２．４时，（ｄ）闲频光耦合，（ｅ）信号光耦合（ｆ）双模耦合情况

Ｆｉｇ．５ （ａ）Ｉｄｌｅｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ（ｂ）ｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄ（ｃ）ｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ犈犃＝５２．４，犈犅＝犈犆＝１５．４，

（ｄ）ｉｄｌｅｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｅ）ｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄ（ｆ）ｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇａｔ犈犅＝犈犆＝５２．４

　　图５（ａ）～（ｃ）是在犈犅＝犈犆＝１５．４即响应系统

犅，犆处于混沌态时，分别利用闲频光耦合、信号光

耦合、双模耦合方式所得的响应系统的最大李雅普

诺夫指数随耦合强度的变化曲线。图５（ａ）显示的

在η１＝０即闲频光耦合时，在整个耦合常数（η２）范

围内λｍａｘ＞０，即通过闲频光耦合无法实现非简并光

学参变振荡器的超混沌同步；图５（ｂ）为信号光单向

耦合的结果，此时η２＝０，耦合常数在０．３２＜η１＜

０．５和０．２５＜η１＜０．２７的范围内，响应系统的最大

李雅普诺夫指数值小于０，可以实现响应系统的超

混沌同步；η１＝－η２＝η时即通过双耦合单向驱动法

结果，如图５（ｃ）所示，在耦合常数处于０．１４＜η＜

０．１６，０．２６＜η＜０．２８，以及０．３２＜η＜０．５的范围

内，响应系统λｍａｘ＜０可实现响应系统的超混沌

同步。

图５（ｄ）～（ｆ）是在犈犅＝犈犆＝５２．４即驱动、响应

系统同时处于超混沌态时，分别用闲频光、信号光、

双模３种耦合方式所得的响应系统的最大李雅普诺

夫指数随耦合强度的变化曲线：闲频光单向耦合时

η１＝０，在整个闲频光耦合常数（η２）范围内λｍａｘ＞０

［图５（ｄ）］，无法实现非简并光学参变振荡器的超混

沌同步；图５（ｅ）显示的是信号光单向耦合的结果，

此时η２＝０，信号光耦合常数０．２５＜η１＜０．３７时，响

应系统的最大李雅普诺夫指数值小于０，可以实现

响应系统的超混沌同步；而双耦合单向驱动法时η１＝

－η２＝η，由图５（ｆ）得出，在０．１５＜η＜０．３５时，响应系
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统λｍａｘ＜０可实现响应系统的超混沌同步，此时能够

实现超混沌同步的耦合常数范围有一定的扩大。

下面利用系统的相图及时间序列图对超混沌同

步结果进行验证。

在犈犃＝５２．４，犈犅＝犈犆＝１５．４时，闲频光单向耦

合无法实现超混沌同步。因此考虑其他两种方式。

信号光耦合时取η１＝０．２６４，η＝０，在这种情况下同

步结果如图６（ａ），（ｂ）所示。其中图６（ａ）为超混沌

的同步相图，图６（ｂ）为达到同步后响应系统的超混

沌吸引子 ，此时犅，犆在超混沌系统的驱动下由混

沌态走向超混沌态并达到同步。图６（ｃ），（ｄ）分别

是信号光和双模耦合（η１＝－η２＝η＝０．２６４）的同步

弛豫过程，对比看出，双模耦合同步能够大大缩短同

步所需的时间，加快了同步速度。

图６ （ａ）犅，犆系统的相位同步，（ｂ）同步后犅的超混沌吸引子，（ｃ）信号光耦合法的同步弛豫过程，

（ｄ）双模耦合法的同步弛豫过程

Ｆｉｇ．６ （ａ）Ｐｈａｓｅｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆ犅ａｎｄ犆，（ｂ）ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆ犅ａｆｔｅｒｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎ，（ｃ）犐（犅１）－犐（犆１）

ｏｆｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｄ）犐（犅１）－犐（犆１）ｏｆｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇｖｅｒｓｕｓ狋

图７ （ａ）信号光耦合法犅，犆的相位关系，（ｂ）响应系统犅的超混沌吸引子，（ｃ）双模耦合时犅，犆的相位同步，

（ｄ）双模耦合同步弛豫过程

Ｆｉｇ．７ （ａ）Ｐｈａｓｅｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎ犅ａｎｄ犆ｏｆｓｉｇｎａｌｗａｖｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｂ）ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｏｆ犅，

（ｃ）ｓｙｎｃｈｒｏｎｉｚａｔｉｏｎｏｆ犅ａｎｄ犆ｏｆｔｗｏｍｏｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ，（ｄ）犐（犅１）－犐（犆１）ｖｅｒｓｕｓ狋

　　犈犃＝犈犅＝犈犆＝５２．４时，３个系统均处于超混

沌态，信号光单向耦合时取耦合常数η１＝０．２，η２＝

０，图７（ａ）为响应系统犅，犆间的相位关系，图７（ｂ）

犐（犅１）－犐（犆１）是系统犅的超混沌吸引子，均看出这

时并不能实现超混沌同步。而利用双模单向耦合

法，取η１＝－η２＝η＝０．２相图结果如图７（ｃ）所示，
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图７（ｄ）是此时的同步弛豫过程，可以看出利用双模

耦合法能够实现响应系统的超混沌同步。

以上非简并光学参变振荡器的同步结果表明，

闲频光单向耦合法只能实现非简并光学参变振荡器

系统的混沌同步，不能实现超混沌同步。信号光单

向耦合和双模耦合控制法均可以实现非简并光学参

变振荡器的混沌和超混沌同步，与信号光耦合结果

相比，双模耦合同步能够扩大实现同步的耦合常数

范围。

４　结　　论

通过单向耦合驱动法实现了非简并光学参变振

荡器的混沌及超混沌同步。使用闲频光单向耦合法

实现了非简并光学参变振荡的混沌同步，同步弛豫

时间较长。使用信号光单向耦合法能够得到较好的

混沌同步的结果，但超混沌同步效果并不好。双模

单向耦合法能够实现非简并光学参变振荡的混沌以

及超混沌同步，获得相对较好的超混沌同步结果。

系统的相图、时间序列图同步结果和理论相符。

非简并光学参变振荡器具有更为复杂的动力学

行为，因此研究它的混沌以及超混沌同步，对于其在

保密通信以及其他领域的应用具有更为重要的意

义。用单向耦合驱动法实现的超混沌同步效果不是

很好，可进一步考虑其他的同步方式，以达到更好的

超混沌同步效果。
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