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用泽尼克多项式消除三维轮廓术中的条纹载频
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摘要　在基于条纹投影的三维轮廓术中，投影条纹不可避免地会引入载频分量。同时实际成像系统又存在畸变等

光学像差，导致载频分量不再是线性分布，只有准确消除载频成分后，才能还原待测物体的三维形貌。提出了一种

运用泽尼克多项式拟合消除载频的方法，用参考平面区域数据点的相位值和泽尼克多项式值，拟合得到整幅图像

的载频相位分布，从整体的相位中减去载频相位，获得由物体高度调制的相位分布。对理想变形条纹和有畸变变

形条纹的载频消除过程分别进行了模拟实验，并与现有方法的结果进行了对比，验证了该方法的有效性。实物实

验也表明该方法可以有效地消除载频，减小重建误差，且其算法简单，只需单帧图像即可消除载频，有望在动态三

维面形测量中得到应用。
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１　引　　言

基于条纹投影的三维测量轮廓术［１，２］是将载频

条纹投影到待测三维物体表面，得到被三维物体面

形分布调制的变形条纹光场，通过相位提取算法，如

傅里叶变换轮廓术（ＦＴＰ）
［１］、相位测量轮廓术

（ＰＭＰ）
［２］等将截断相位提取出来，经过相位展开恢

复连续的相位分布。此时的相位分布中包含载频条

纹的相位和由物体高度调制的相位。要正确恢复物

体的三维轮廓，就要消除载频相位的影响。

Ｔａｋｅｄａ等
［１，３］提出了频谱移中法和减参考平面

０４１２０１１１
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法。频谱移中法是将滤出的基频分量在频域中进行

平移，根据傅里叶变换的性质，这相当于在空域中减

去一定的相位，从而消除载频。减参考平面法是对

测量范围内一个标准平面上的结构光场做一次单独

的测量作为参考平面，并且对其进行与变形条纹一

样的处理，求得载频函数的相位分布，从整体的相位

中减去参考平面的相位，恢复出物体高度调制的相

位。Ｌｉ等
［４］提出平均斜率法，求展开相位的一阶导

数，看做载频频率的近似值，在整体相位中减去载频

相位来消除载频的影响。Ｃｈｅｎ等
［５］提出最小二乘

法，将载频函数用级数展开的形式来近似，并通过最

小二乘的方法求得各级数展开项的系数，从而求出

载频相位分布，从整体相位中减去拟合的载频相位，

消除其影响。

现有的载频消除方法均有一定的适用范围和局

限性：频谱移中法仅适用于线性载频，当载频条纹由

于光学系统的像差等影响，不是良好的线性分布时

将无法达到完全消除载频的效果，并且频谱移中法

消除载频需要人为地确定频谱的位移量。减参考平

面法必须对投影条纹单独进行一次测量，增加了测

量的时间开销，不适用于动态测量［６］。平均斜率法

仅适用于消除单一方向上的线性载频。最小二乘法

的级数项相互之间并非线性无关，求解系数的过程

中可能构造出病态的法方程组，且必须满足载频相

位函数级数收敛条件，限制了其应用范围。

本文提出用泽尼克多项式拟合消除载频的方

法。泽尼克多项式由于其各项与赛德像差的各项相

对应［７～９］，可以有选择地处理各像差系数，在光学领

域的数据处理中有非常大的优势，且归一化后其各

项是线性无关的函数系［１０］，系数的求解较为简单，

已经广泛应用于光学波前拟合、光学设计、干涉检测

等方面［１０～１２］。在条纹投影轮廓术中，拍摄图像受到

成像系统像差的影响，不再是理想的条纹，提取出来

的展开相位同样受到像差的影响，产生畸变，不再是

单一的线性分布。因此，用泽尼克多项式来逼近载

频相位的空间分布，拟合精度较高。实验结果表明

用泽尼克多项式拟合载频分布，进而很好地消除它

对测量的影响，减小测量重建误差，且只需要单帧图

像即可消除载频，在动态测量方面有显著的优势。

２　泽尼克多项式拟合消除载频的原理

以ＦＴＰ为例，阐述泽尼克多项式拟合消除载频

的方法在三维面形测量中的应用。ＦＴＰ的工作原

理为：将光栅结构光场投影到被测物体表面，在被测

物体高度的调制下，光栅发生形变，变形结构光场中

携带三维面形的高度分布信息。变形结构光表达

式为

犐（狓，狔）＝犐０（狓，狔）＋犐Ｍ（狓，狔）ｃｏｓ［２π犳狓＋（狓，狔）］，

（１）

式中狓，狔是空间位置坐标，犐（狓，狔）为该点的实际光

强，犐０（狓，狔），犐Ｍ（狓，狔）分别为该点的背景光强和调

制光强，犳为光栅基频，（狓，狔）为在该点处物体高度

的调制下所引起的相位变化。经过傅里叶变换、频

域滤波、傅里叶逆变换和相位展开等步骤获得变形

结构光场的相位信息为

Ψ（狓，狔）＝２π犳狓＋（狓，狔）， （２）

此时的相位信息Ψ（狓，狔）包含由物体高度调制的相

位分布（狓，狔）和投影条纹本身的相位分布（即载频

相位分量）２π犳狓。

泽尼克多项式拟合消除载频的指导思想是将展

开后的连续载频相位ψｃ（狓，狔）表示为狀项泽尼克多

项式的线性组合

ψｃ（狓，狔）＝犪０狌０（狓，狔）＋犪１狌１（狓，狔）＋…＋

犪犻狌犻（狓，狔）＋…＋犪狀－１狌狀－１（狓，狔），（３）

式中狌犻（狓，狔）表示第犻＋１项泽尼克多项式，犪犻 表示

第犻＋１项多项式的系数。

由于泽尼克多项式的以下特性［１３］，使得用泽尼

克多项式拟合得到的载频更接近其实际分布：

１）泽尼克多项式在单位圆上正交，其正交特性

使得拟合多项式系数相互独立，避免了系数之间的

相互影响。

２）泽尼克多项式自身所特有的旋转对称性，使

之在光学问题的求解过程中有良好的收敛性。

３）理想载频条纹的空间分布是线性的，由于成

像系统的像差影响，造成载频的非线性分布，而泽尼

克多项式各项与光学系统的像差有一定的对应关

系，很容易与赛德像差函数建立联系，因此能够更好

地逼近载频的空间分布，从而更为准确地消除载频

的影响。

泽尼克多项式项数通常是凭经验选取。在原则

上，条纹数目一定时，选择尽可能多的项数来拟合相

位将得到更高的拟合精度。但是，在实际中发现当

把泽尼克多项式的项数提高到一定程度的时候，拟

合的相位函数的一致性遭到严重破坏，其拟合精度

反而大大降低［１４］。泽尼克的前８项分别是空间坐

标的一次项、初级像差，已经足以描述在实际成像系

统中载频的非线性分布。因此选择泽尼克多项式的

项数为８项，即狀＝８。

０４１２０１１２
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泽尼克多项式系数的求解可以采用最小二乘法

和广义逆矩阵法，由于空间坐标归一化后求得的泽

尼克多项式是线性无关的函数系，此二种方法拟合

结果没有差别，因此采用较为简单的广义逆矩阵法。

将（３）式表示为矩阵的形式：

ψｃ（狓，狔）＝ 狌０（狓，狔） 狌１（狓，狔） … 狌犻（狓，狔） … 狌狀－１（狓，狔［ ］） 犪０ 犪１ … 犪犻 … 犪狀－［ ］１
Ｔ
．（４）

　　在整个图像的参考平面区域选取犖 个数据点进行拟合，则对于这犖 个数据点有

ψ犖×１ ＝犝犖×狀·犃狀×１， （５）

式中

ψ犖×１ ＝

ψ１

ψ２

…

ψ犻

…

ψ

熿

燀

燄

燅犖

，　犝犖×狀 ＝

狌１０ 狌１１ … 狌１，犼 … 狌１，狀－１

狌２０ 狌２１ … 狌２，犼 … 狌２，狀－１

… … … … … …

狌犻０ 狌犻１ … 狌犻，犼 … 狌犻，狀－１

… … … … … …

狌犖０ 狌犖１ … 狌犖，犼 … 狌犖，狀－

熿

燀

燄

燅１

，　犃狀×１ ＝

犪０

犪１

…

犪犻

…

犪狀－

熿

燀

燄

燅１

（６）

式中ψ犻表示第犻个数据点的相位值，狌犻，犼表示第犻个

数据点的第犼项泽尼克多项式的值，犪犻 表示第犻项

泽尼克多项式的系数。

由（５）式可得，泽尼克多项式的系数可以表示为

犃狀×１ ＝ （犝犖×狀）
＋·ψ犖×１， （７）

式中 （犝犖×狀）
＋ 为犝犖×狀 的广义逆矩阵，其定义为

（犝犖×狀）
＋
＝ （犝

Ｔ
犖×狀犝犖×狀）

－１犝Ｔ
犖×狀． （８）

　　求得系数犃狀×１后，将整幅图像上所有点的载频

相位ψｃ（狓，狔）可由（３）式求得。由此物体高度调制

的相位分布（狓，狔）为

（狓，狔）＝Ψ（狓，狔）－ψｃ（狓，狔）． （９）

　　最后运用相位 高度的映射关系，正确恢复出被

测物体的三维面形信息。

３　实　　验

３．１　模拟实验

为验证本文方法的有效性，在远心光路照明和不

考虑成像系统畸变的情况下，以ＦＴＰ为例模拟载频

消除的过程。物体高度分布如图１（ａ）所示，变形条纹

图如图１（ｂ）所示。模拟的图像大小为２５６ｐｉｘｅｌ×

２５６ｐｉｘｅｌ，投影条纹的频率为犳＝１／１６，采用投影和

成像夹角θ有ａｒｃｔａｎθ＝０．４，即θ＝２１．８°。

图１ 模拟实验。（ａ）模拟物体，（ｂ）物体调制后的变形条纹

Ｆｉｇ．１ Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ．（ａ）ｓｉｍｕｌａｔｅｄｏｂｊｅｃｔ，（ｂ）ｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎ

　　图２（ａ）是未消除载频的展开相位分布，可以看

出，此时的相位在由物体高度调制的基础上还有一

个斜面（即载频相位）的存在，用参考平面区域数据

点的相位值，拟合得到整幅图像的载频相位，如

图２（ｂ）所示，用图２（ａ）中整体的相位分布减去

图２（ｂ）中的载频相位，即可得到由物体面形调制的

相位分布，如图２（ｃ）所示。图２（ｄ）是用泽尼克多项

式拟合消除载频，恢复物体高度的误差分布。可以

看出用泽尼克多项式拟合可以有效地消除载频的影

响，正确恢复物体的高度。
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图２ 载频消除过程。（ａ）消除载频前的相位分布，（ｂ）拟合的载频相位，（ｃ）消除载频后的物体相位，

（ｄ）泽尼克多项式拟合消除载频的误差

Ｆｉｇ．２ Ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌ．（ａ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｅｆｏｒｅｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌ，（ｂ）ｃａｒｒｉｅｒｐｈａｓｅｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｔｈｅ

ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ，（ｃ）ｏｂｊｅｃｔｐｈａｓｅａｆｔｅｒｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌ，（ｄ）ｅｒｒｏｒｏｆｔｈｅｒｅｓｔｏｒｅｄｏｂｊｅｃｔｕｓｉｎｇＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｆｉｔｔｉｎｇ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｍｅｔｈｏｄ

图３ 考虑畸变因素时消除载频的误差对比。（ａ）考虑畸变因素时的畸变量，（ｂ）减参考平面法的误差，（ｃ）频谱移中法的误

差，（ｄ）平均斜率法的误差，（ｅ）最小二乘法的误差，（ｆ）泽尼克多项式拟合的误差，（ｇ）取图３（ｅ）和图３（ｆ）第５０列的

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　数据进行对比

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｍｅｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌｍｅｔｈｏｄｓ．（ａ）ｓｉｍｕｌａｔｅｄｉｍａｇｅｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ，（ｂ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

ｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ，（ｃ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｓｐｅｃｔｒｕｍｓｈｉｆｔｍｅｔｈｏｄ，（ｄ）ｒｅｓｕｌｔｏｆａｖｅｒａｇｅｓｌｏｐｅｍｅｔｈｏｄ，（ｅ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｌｅａｓｔ

ｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ，（ｆ）ｒｅｓｕｌｔｏｆＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｆｉｔｔｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ，（ｇ）ｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅ５０ｔｈｃｏｌｕｍｎ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｆｒｏｍｆｉｇｕｒｅ３（ｅ）ａｎｄｆｉｇｕｒｅ３（ｆ）

３．２　在初始相位中考虑畸变因素的模拟实验

在实际实验的拍摄过程中，不可避免地会引入畸

变等光学像差，为了逼近实际实验的效果，本部分实

验模拟成像系统的畸变，在模拟实验的初始相位中加

入畸变量。根据实际实验标定的结果［１５］，设定一阶

径向畸变系数犽１＝－０．１，二阶径向畸变系数犽２＝
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－０．６５，一阶切向畸变系数狆１＝－０．００２９，二阶切向

畸变系数狆２＝０．０００９２。

图３（ａ）为加入的畸变量，图３（ｂ）～（ｆ）分别为

现有的载频消除方法与本文提出的方法恢复物体高

度的误差分布。将用本文提出的方法消除载频进而

恢复物体高度的误差与最小二乘法的误差做对比，

取误差分布的第５０列数据进行对比，如图３（ｇ）所

示。表１为各种方法恢复物体高度的误差数据。从

表１的数据中可以看出，当拍摄的图像中有畸变存

在时，减参考平面法具有最小的误差。但由于其需

要对参考平面做一次额外的测量，增加了时间开销，

应用范围受到限制，无法应用于动态测量领域。本

文提出的方法恢复物体高度的平均相对误差和均方

根误差（ＲＭＳ）均小于频谱移中法、平均斜率法和最

小二乘法的误差。因此，在实际应用中，由于成像系

统的像差使得载频呈非线性分布时，本文提出的方

法能更为准确地消除载频的影响，恢复物体的高度。

表１ 考虑畸变因素时几种方法恢复物体高度的误差对比

Ｔａｂｌｅ１ Ｅｒｒｏｒｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓｗｉｔｈｄｉｓｔｏｒｔｉｏｎ

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ

ｓｕｂｔｒａｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

Ｓｐｅｃｔｒｕｍｓｈｉｆｔ

ｍｅｔｈｏｄ

Ａｖｅｒａｇｅｓｌｏｐｅ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓ

ｍｅｔｈｏｄ

Ｐｒｏｐｏｓｅｄ

ｍｅｔｈｏｄ

Ａｖｅｒａｇｅｒｅｌａｔｉｖｅ

ｅｒｒｏｒ／％
０．０２８ ０．２１０ ０．２２０ ０．２２０ ０．０８４

ＲＭＳ／ｍｍ ０．０１７９ ０．０９０４ ０．０８２７ ０．０７９４ ０．０３６３

３．３　实际实验

对实际拍摄的图像用泽尼克多项式拟合消除载

频的结果如图４所示。

由图４可以看出，应用泽尼克多项式拟合的方

法可以很好地消除载频，恢复物体的相位，进而得到

物体的三维轮廓。

图４ 实际拍摄图像消除载频对比。（ａ）实际拍摄图像，（ｂ）消除载频之前相位分布，（ｃ）拟合的载频平面，

（ｄ）泽尼克多项式拟合法得到的物体相位分布

Ｆｉｇ．４ Ｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌｏｆａｃａｔｍｏｄｅｌ．（ａ）ｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｗｉｔｈｃａｔｍｏｄｅｌ，（ｂ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｂｅｆｏｒｅ

ｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌ，（ｃ）ｃａｒｒｉｅｒｐｈａｓｅｓｂｙＺｅｒｎｉｋｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓｆｉｔｔｉｎｇ，（ｄ）ｐｈａｓｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎａｆｔｅｒｃａｒｒｉｅｒｒｅｍｏｖａｌｂｙ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｐｒｏｐｏｓｅｄｍｅｔｈｏｄ

４　结　　论

针对条纹投影轮廓术中载频消除的问题，提出

了一种运用泽尼克多项式拟合消除载频的方法。给

出了该方法理论计算过程，分别对理想变形条纹和

加入畸变后的变形条纹进行载频消除的模拟实验。

实验结果表明本方法消除载频的误差较小，当存在
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畸变等光学像差的情况时相对于频谱移中法、平均

斜率法、最小二乘法均具有显著的优势。并且泽尼

克多项式拟合消除载频的方法是选取变形条纹图中

被测物体外平面区域的数据，拟合得到整场的载频

相位，只需要拍摄单帧图像，避免了减参考平面法需

要对参考平面做单独测量所带来的时间开销，适用

于动态测量。因此，本文提出的载频消除方法，只需

单帧图像，误差较小、算法简单，对于动态测量和光

学系统中存在畸变等像差的影响时尤其适用。
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