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摘要　通过引入波面的二阶导数对传统的最小二乘法（ＬＳＭ）进行了改进；利用改进后的ＬＳＭ 分别分析了单个方

向和相互正交两个方向的横向剪切数据，并将改进后的ＬＳＭ与网格点法和积分法复原波前的空间特性进行了比

较；利用相互正交两个方向的横向剪切数据分别分析了环形孔径和复杂孔径横向剪切干涉仪（ＬＳＩ）波前复原的频

率响应和空间分布特性，并进行了仿真验证。证实了对于任意形状的光阑，利用改进的ＬＳＭ可以从相互正交的两

个方向的剪切干涉图中提取对应光阑部分的相位。
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１　引　　言

横向剪切干涉仪（ＬＳＩ）结构简单，其共光路特

性使得它具有很好的稳健性，可以在非稳环境和其

他许多商用干涉仪（例如泰曼 格林干涉仪［１］和菲索

干涉仪［２］）无法有效工作的环境下进行探测。但

ＬＳＩ由于不需要参考波面，待测波面和干涉条纹之

间没有直接的对应关系，这给横向剪切数据的处理

带来了困难，也是ＬＳＩ虽然具有独特优势却没有得

到广泛应用的原因。尽管ＬＳＩ的频率响应曲线有

缺陷（含有零值）［３］，但是当只关注低空间频率信息

０４０１００２１
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的应用，这种影响可以忽略，并可将干涉图近似看成

是探测波前在剪切方向上斜率的函数。但是对于探

测空间受限的高频信息时，这种影响不能忽略。截

至目前，绝大部分对ＬＳＩ研究都集中于对剪切数据

的处理，也就是ＬＳＩ的频率响应
［４］；还有致力于改进

干涉装置的研究［５，６］。对于频率响应的研究方法主

要有网格点法［７］、积分法［８］、待定系数法［９］和最小二

乘法（ＬＳＭ）
［１０～１２］等。网格点法精度较高，但只能用

于二维剪切，即需同时采集两个相互垂直方向上的

剪切干涉图，对硬件要求较高，同时也存在运算量巨

大的问题；积分法能应用于一维或者二维剪切的情

况，由于该方法将剪切数据近似看成探测波前在剪

切方向上的斜率，因而只适用于小剪切量干涉；待定

系数法可以用于大剪切量干涉，但是所得矩阵是奇

异的，无法正确解出待定系数，多项式的阶数影响复

原精度，而且空间分辨率低；ＬＳＭ 从剪切干涉的原

理出发对剪切数据进行处理，但是无法复原波面上

位于剪切量整数倍位置处的点的相位，Ｄ．Ｌ．Ｆｒｅｉｄ

等［１１，１２］引入了波面的导数，解决了这个问题，却使

波面高频信息受到抑制。本文在文献［１１，１２］的基

础上引入波面的二阶导数对ＬＳＭ 进行修正，同时

解决了上述的两个问题。

针对目前对横向剪切干涉研究的重点主要集中

于研究其频率响应，即研究各种算法、改善干涉装置

以提高对于剪切数据的处理精度，而忽略空间分布

特性分析的尴尬现状，本文在进行频域分析的基础

上，对待测波面受到孔径光阑限制的情况进行分析，

从而使研究人员有可能在分析或实验之前就知道究

竟孔径的哪个部分对波前复原作出了贡献，从而确

定最大允许剪切量。本文将从ＬＳＩ的原理入手，分

别分析其频率响应和空间响应，并通过仿真验证如

何从受光阑限制的剪切数据中复原波前的。

２　横向剪切干涉原理

图１展示了ＬＳＩ的原理：入射光束经平行平板上

下两表面反射产生两个相互错开犛狓的等振幅波面，

在它们的重叠区域内进行干涉形成剪切干涉条纹。

图１ 横向剪切干涉原理图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆａｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙ

图１中珘（狓，狔）为一个圆形的原始波面，珘（狓＋

犛狓，狔）为波面珘（狓，狔）在狓轴方向有一个平移量犛狓

后形成的波面。以狓方向剪切为例，入射光波复振幅

为犝（狓，狔）＝犪（狓，狔）ｅｘｐ［ｊ珘（狓，狔）］犘（狓，狔），其中

犪（狓，狔），珘（狓，狔）和犘（狓，狔）分别为入射波振幅、相

位和对应的孔径光阑。设入射波长为λ，入射角为φ，

平板折射率为狀，空气折射率为１，平板厚度为犇，光

束口径为犱。经过平板之后，上表面的反射光（波面

１）与下表面的反射光（波面２）发生偏移，重叠部分

干涉，两束光偏移量（即剪切量）为

犛狓 ＝犇
ｓｉｎ２φ

狀２－ｓｉｎ
２

槡 φ
．

　　如果平板上下两表面严格平行又没有缺陷，入射

的平面波经上下两表面反射后的波面亦相互平行，于

是两光束重叠区域是一片均匀场，即干涉条纹无限

宽；若平板微有楔角θ，便会在光束重叠区域内形成剪

切干涉条纹，干涉条纹的取向、宽度与楔角有关。

经带有楔角θ的平板上下表面反射后，两波面

振幅可分别表示为

犝（狓，狔）＝犪′（狓，狔）ｅｘｐ［ｊ珘（狓，狔）］犘（狓，狔），

犝′（狓，狔）＝犪′（狓，狔）ｅｘｐ｛ｊ［珘（狓＋犛狓，狔）＋

犽θ狓］｝犘（狓＋犛狓，狔）， （１）

式中犪′（狓，狔）为反射波面振幅，犽为波数，狓方向的

剪切条纹可表示为

犐狓（狓，狔）＝狘犪′（狓，狔）ｅｘｐ［ｊ珘（狓，狔）］＋犪′（狓，狔）ｅｘｐ｛ｊ［珘（狓＋犛狓，狔）＋犽θ狓］｝狘
２
＝

狘犪′（狓，狔）狘
２｛２＋２ｃｏｓ［珟Δ

狓（狓，狔）＋犽θ狓］｝犘（狓，狔）犘（狓＋犛狓，狔）， （２）

式中珟Δ
狓（狓，狔）＝珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔），为波前在

（狓，狔）点的相位差，单位为弧度。干涉条纹实际反映

了波面狓方向上间距为犛狓 的两点的相位差与相应

点载波相位的共同影响，而不直接是波面相应点的

相位或者波面斜率。

０４０１００２２
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３　剪切干涉的频率响应

对于无孔径限制的入射波前珘（狓，狔）有

珟Δ
狓（狓，狔）＝珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）， （３）

对（３）式做傅里叶变换，得到

犉［珟Δ
狓（狓，狔）］＝犉［珘（狓，狔）］［１－ｅｘｐ（ｉ２π犛狓ω狓）］，

（４）

式中犉［珟Δ
狓（狓，狔）］和犉［珘（狓，狔）］分别为珟Δ

狓（狓，狔）和

珘（狓，狔）的傅里叶变换，ω狓 为狓方向的频谱，从而有

犉［珘（狓，狔）］＝犎
－１（ω狓，ω狔）犉［珟Δ

狓（狓，狔）］＝

１

１－ｅｘｐ（ｉ２π犛狓ω狓）
犉［珟Δ

狓（狓，狔）］，

式中ω狔 为狔方向的频谱，犎
－１（ω狓，ω狔）为ＬＳＩ的频

率响应函数。记横向剪切滤波函数为

犎ＳＩ（ω狓，ω狔）＝
犉［珟Δ

狓（狓，狔）］

犉［珘（狓，狔）］
＝１－ｅｘｐ（ｉ２π犛狓ω狓）．

（５）

　　由（５）式可见，横向剪切逆滤波器并非可逆，在

犛狓ω狓＝狀（狀为整数）的情况下，含有奇异点（如图２

所示），在这些对应的频率上造成信息丢失。Ｃ．

Ｆａｌｌｄｏｒｆ等
［４］通过Ｓｈａｎｎｏｎ插值将离散的剪切频谱

连续化之后再对连续频谱进行平移重采样，以避免

这种信息的丢失。但是由于孔径的存在具有一些特

定的优点，也可以达到避免信息丢失的目的。

图２ 逆横向剪切滤波器的频率响应曲线

Ｆｉｇ．２ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｇｒａｐｈｏｆｔｈｅｉｎｖｅｒｓｅ

ｓｈｅａｒｉｎｇｆｉｌｔｅｒ

４　带孔径的ＬＳＩ的频域分析

对于一组正交方向上的带孔径的横向剪切波前

Δ
狓（狓，狔）和Δ狔（狓，狔），可以利用ＬＳＭ对波面珘（狓，狔）

进行复原，采用 ＬＳＭ 还可以直接分析频率响应。

剪切数据的理论值与实际值之间的 ＬＳＭ 误差

为［１１，１２］

犝（珘）＝ ∑
（狓，狔）∈犘

［犝２狓（狓，狔）＋犝
２
狔（狓，狔）］， （６）

式中犘是二维的有限孔径组合，并且

犝狓（狓，狔）＝ ［珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）－

Δ
狓（狓，狔）］犘（狓，狔）犘（狓＋犛狓，狔）， （７）

犝狔（狓，狔）＝ ［珘（狓，狔）－珘（狓，狔＋犛狔）－

Δ狔（狓，狔）］犘（狓，狔）犘（狓，狔＋犛狔）． （８）

　　横向剪切波面Δ
狓（狓，狔）和Δ狔（狓，狔）分别为

Δ
狓（狓，狔）＝ ［（狓，狔）－

（狓＋犛狓，狔）］犘（狓，狔）犘（狓＋犛狓，狔）， （９）

Δ狔（狓，狔）＝ ［（狓，狔）－

（狓，狔＋犛狔）］犘（狓，狔）犘（狓，狔＋犛狔）． （１０）

式中（狓，狔）为测量所得剪切数据对应的波面。为了

求得珘（狓，狔）的ＬＳＭ解，令

犝（珘）

珘
＝２［犝狓（狓，狔）－犝狓（狓－犛狓，狔）＋

犝狔（狓，狔）－犝狔（狓，狔－犛狔）］＝０． （１１）

（１１）式是一组线性方程组，可以简单地记为：犃珘（狓，

狔）－犫＝０，犃为系数矩阵，犫为剪切数据形成的矩

阵，然而犃 非可逆。为了解决这个问题，Ｄ．Ｌ．

Ｆｒｉｅｄ等
［１１，１２］在（６）式中加入了波面的一阶导数，这

样做虽然可以解决横向剪切干涉逆滤波器不可逆的

问题，却抑制了信息的高频部分。为了改善横向剪

切干涉逆滤波器同时防止高频信息受到抑制，应对

（６）式进行规则化，在假设被测波面有连续二阶导数

的前提下，规则化的一般方法就是在（６）式中加入波

面的二阶导数：

犚狓（狓，狔）＝ ［珘（狓－１，狔）－２珘（狓，狔）＋

珘（狓＋１，狔）］犘（狓－１，狔）犘（狓＋１，狔）， （１２）

犚狔（狓，狔）＝ ［珘（狓，狔－１）－２珘（狓，狔）＋

珘（狓，狔＋１）］犘（狓，狔－１）犘（狓，狔＋１）， （１３）

这样构造一个新的代价函数

犝′（珘）＝ ∑
（狓，狔）∈犘

｛犝２狓（狓，狔）＋

犝２狔（狓，狔）＋μ［犚
２
狓（狓，狔）＋犚

２
狔（狓，狔）］， （１４）

式中参数μ为一给定常数，可以用来控制估计结果

的平滑度。对于噪声可忽略的情况，μ可以取很小

的值（约为０．１），对于噪声不可忽略的情况，μ可以

取较大值（约为０．５～１０）。为求得珘（狓，狔）的最小二

乘解，令

犝′（珘）

珘
＝２［犝狓（狓，狔）－犝狓（狓－犛狓，狔）＋

犝狔（狓，狔）－犝狔（狓，狔－犛狔）＋μ［犚狓（狓＋１，狔）－

２犚狓（狓，狔）＋犚狓（狓－１，狔）］＋［犚狔（狓＋１，狔）－

２犚狔（狓，狔）＋犚狔（狓－１，狔）］＝０． （１５）

　　对于（１５）式，可以通过共轭梯度法
［１３］进行求

解。对（１５）式两端做傅里叶变换可以得到修正后的

０４０１００２３
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频率响应曲线（以狓方向为例）：

狘犎（ω狓，μ）狘＝
犉［珘（狓，狔）］

犉［Δ
狓（狓，狔）］

＝
１－ｅｘｐ（－ｉ２πω狓犛狓）

２－２ｃｏｓ（２πω狓犛狓）＋μ［６－８ｃｏｓ（２πω狓）＋２ｃｏｓ（４πω狓）］
． （１６）

　　为了说明该方法对原直接逆滤波器的改善，可

以用剪切干涉的频率响应与波前复原频率响应之积

珮犎（ω狓）ｐｒｏｐｏｓｅｄ ＝狘犎（ω狓，μ）狘狘犎ＳＩ（ω狓）狘来衡量。

图３给出了当－π≤ω狓≤π，犛狓＝３，μ＝０．３时，

Ｆｒｉｅｄ
［１１］和Ｈｕｄｇｉｎ

［１２］的ＬＳＭ、改进后的ＬＳＭ 和不

做任何改善的直接逆滤波器的频率响应曲线。可以

看出文献［１１，１２］中的ＬＳＭ 和改进后的ＬＳＭ 在

ω狓＝０处，频率响应不再等于零，从而弥补了直接逆

滤波器不可逆的缺陷。而改进后的ＬＳＭ 响应曲线

较文献［１１，１２］中的ＬＳＭ 响应曲线平缓而且对高

频没有抑制，显示了较之更加优越的特性。

图３ 剪切干涉仪的频率响应与波前复原频率响应之积

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｔｅｇｒａｌｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｔｈｅｓｈｅａｒｉｎｇ

ｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒｗｉｔｈｔｈａｔｏｆｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｖｅｒｙｓｙｓｔｅｍ

５　带孔径的ＬＳＩ的空间分布

５．１　由单幅干涉图复原波前的空间分布

由单幅剪切干涉图所复原的波前的空间分布，

以狓方向的单幅干涉图为例令剪切波前可用（９）式

表达，一旦通过干涉图处理得到了Δ
狓（狓，狔）之后，便

可以通过ＬＳＭ复原波前，其代价函数为

犝（珘）＝ ∑
（狓，狔）∈犘

［珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）－

Δ
狓（狓，狔）］

２犘（狓，狔）犘（狓＋犛狓，狔）， （１７）

１

２
犝（珘）

珘
＝ ［珘（狓，狔）－珘（狓＋犛狓，狔）－Δ

狓（狓，狔）］

犘（狓，狔）犘（狓＋犛狓，狔）＋［珘（狓－犛狓，狔）－珘（狓，狔）－

Δ
狓（狓－犛狓，狔）］犘（狓－犛狓，狔）犘（狓，狔）． （１８）

　　由（１８）式可知，位于孔径犘′（狓，狔）＝［犘（狓，狔）∩

犘（狓＋犛狓，狔）］∪ ［犘（狓，狔）∩犘（狓－犛狓，狔）］中的珓（狓，

狔）对剪切波前有贡献，所以采用ＬＳＭ由单幅干涉图

所复原波前仅仅是犘′（狓，狔）犘（狓，狔）所对应的范围

［如图４（ｃ）所示］。于是

犛｛珘（狓，狔）｝＝犛｛
－１
狓 ｛犔狓［φ（狓，狔）］｝｝＝

犘（狓，狔）∩ ［犘（狓＋犛狓，狔）∪犘（狓－犛狓，狔）］

（１９）

犛｛｝指的是空间分布，犔狓 为横向剪切操作，犔
－１
狓 为逆

横向剪切干涉。

这是一个很重要的结果，图４（ｃ）表明用修正的

ＬＳＭ仅由一幅剪切干涉图不能复原对应孔径犘（狓，

狔）白色部分的波前。图４（ｄ）表明，利用网格点法由

单幅干涉图只能复原出孔径中犘（狓，狔）犘（狓－犛狓，狔）

对应的部分。图４（ｅ）表明，利用积分法简单地将剪

切数据看成被测波前沿剪切方向的斜率只能复原出

孔径中对应剪切干涉图部分的相位。可以看出，不

管是利用网格点法还是积分法，简单地利用两幅干

涉图并不能复原出全孔径上的波前。这也是ＬＳＭ

较之网格点法和积分法的优势所在。

图４ 几种常用的横向剪切干涉波前复原方法

所得波面的空间分布示意图

Ｆｉｇ．４ Ｓｐａｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｓｂｙｓｅｖｅｒａｌ

ＬＳＩ′ｓｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｎｃｔｒｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

５．２　由相互正交的两个方向的干涉图所复原波前

的空间分布

在分析的单幅干涉图复原波前基础上分析由相

互正交的两个方向的剪切干涉图复原得到的波前的

空间分布特性。由（１５）式可知，位于区域犘″（狓，狔）

中的被测波前对剪切波前有贡献：

０４０１００２４
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犘″（狓，狔）＝犘（狓，狔）∩ ［犘（狓＋犛狓，狔）∪犘（狓－

犛狓，狔）∪犘（狓，狔＋犛狔）∪犘（狓，狔－犛狔）］．

（２０）

　　因而由相互正交的两个方向的剪切干涉图所复

原的波前只能位于孔径犘″（狓，狔）内的部分。很显

然，犘″（狓，狔）犘（狓，狔），可以将此式用于估计为了

复原整个犘（狓，狔）范围的波面珘（狓，狔）所允许的最

大剪切量。图５为受不规则的复杂孔径限制的复原

波前的空间分布情况。图５（ａ）为被测波前对应的

孔径；图５（ｂ）为沿狓方向剪切后的剪切波面分布孔

径；图５（ｃ）为沿狔方向剪切后的剪切波面分布孔

径；图５（ｄ）为由狓方向的单幅剪切干涉图复原的波

前对应的孔径；图５（ｅ）为由狔方向的单幅剪切干涉

图复原的波前对应的孔径；图５（ｆ）为由狓和狔两个

方向的剪切干涉图复原的波前分布孔径。可以看出

图５（ａ）和５（ｆ）完全一样，说明在剪切量小于最大允

许剪切量的前提下，可用相互正交的两个方向的剪

切干涉图复原全孔径的波前。

图５ 改进最小二乘法横向剪切波前复原空间分布示意图

Ｆｉｇ．５ Ｓｐａｔｉａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｌａｔｅｒａｌｓｈｅａｒｉｎｇｗａｖｅｆｒｏｎｔ

ｒｅｃｏｖｅｒｅｄｂｙｉｍｐｒｏｖｅｄｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ

图６是用相互正交的两个方向剪切干涉图复原

环形孔径波前（第１００阶泽尼克像差）的实例。图７

是用相互正交的两个方向剪切干涉图复原如图５所

示复杂孔径波前（第１００阶泽尼克像差）的实例。

图８是用相互正交的两个方向剪切干涉图复原环形

孔径的复合波前［狕（３）＝１，狕（１５）＝－１，狕（３３）＝１，

狕（１００）＝１，狕（犿）表示第犿 阶泽尼克系数］的实例。

可以看出利用相互正交的两个方向的剪切数据不仅

能复原出全孔径范围内的波前，而且精度较高［见

图６（ｆ）、７（ｆ）、８（ｆ）上所标的相对ｒｍｓ值即复原波面

与原始波面相减后所得的残差均方根值之比］；图９

为利用传统ＬＳＭ对复杂孔径组合波前进行复原的

实例。图６～９的分图（ａ）～（ｆ）分别对应被测波面，

孔径分布狓方向的剪切波前、狔方向的剪切波前，由

两二幅干涉图所复原的波前和残差波面等情况。由

仿真结果可以看出改进后的ＬＳＭ，其精度得到了很

大的提高。

图６ 环形孔径波前复原

Ｆｉｇ．６ Ａｎｎｕｌａｒａｐｅｒｔｕｒｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｖｅｒｙ

图７ 复杂孔径波前复原

Ｆｉｇ．７ Ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄａｐｅｒｔｕｒｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｖｅｒｙ

０４０１００２５
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图８ 复杂孔径组合波前复原

Ｆｉｇ．８ Ｃｏｍｂｉｎｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｖｅｒｙｃｏｎｆｉｎｅｄｂｙ

ｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄａｐｅｒｔｕｒｅ

图９ 复杂孔径组合波前复原（利用传统最小二乘法）

Ｆｉｇ．９ Ｃｏｍｂｉｎｅｄｗａｖｅｆｒｏｎｔｒｅｃｏｖｅｒｙｃｏｎｆｉｎｅｄｂｙｃｏｍｐｌｉｃａｔｅｄ

ａｐｅｒｔｕｒｅｕｓｉｎｇｔｒｏｄｉｔｉｏｎａｌｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｍｅｔｈｏｄ

６　结　　论

总结了对于横向剪切干涉数据传统处理方法的

不足和缺陷，利用改进的ＬＳＭ 对横向剪切数据进

行处理，并分别分析了横向剪切干涉的频率响应和

空间分布特性。特别是对于有光阑限制的情况，详

细地分析了怎样从空间受限的横向剪切数据中复原

波前，从而弥补了对于横向剪切数据的处理只关注

频率响应的不足，可帮助在分析和实验之前确定最

大剪切量。
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