
书书书

第３１卷　第３期 光　学　学　报 Ｖｏｌ．３１，Ｎｏ．３

２０１１年３月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 犕犪狉犮犺，２０１１

欠采样包裹相位图的恢复方法
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摘要　针对非球面光学元件面形检测中的欠采样问题，提出了一种欠采样包裹相位图的恢复方法。首先，将原始

欠采样包裹相位图在水平和竖直两个方向进行一个像素的错位相减，得到两个包裹相位差图。其次，对这两个包

裹相位差图进行解包裹运算，得到两个解包裹相位差图。最后，应用傅里叶变换和最小二乘法恢复出连续的相位

分布。模拟结果表明该方法可以高精度地对欠采样包裹相位图进行恢复重建。该方法与现有干涉仪相结合，有望

实现非球面光学元件面形的检测。
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１　引　　言

非球面光学元件的面形检测是近几年光学检测

领域的研究热点和难点。制约非球面光学元件面形

检测发展的主要因素是非球面光学元件的面形多种

多样，没有统一标准的非球面样板可用于非球面光

学元件面形的干涉计量检测。由此带来的问题是，

在对非球面光学元件的面形进行干涉检测时，由于

参考光波通常采用的是标准平面光波或标准球面光

波，使得形成的干涉条纹过密，而不能被现有的图像

获取器件（如ＣＣＤ摄像机）正常采样，即不满足奈奎

斯特采样定理，出现欠采样现象。欠采样现象的出

现使得从干涉条纹恢复出正确的相位信息变得困

难。现有常用的解决方法为补偿法和拼接法。补偿

法就是通过合理的光学设计，然后加工出补偿器，并

利用补偿器将标准的平面光波或球面光波变为理想

的非球面光波照射被检非球面元件，反射光波作为

检测光波与标准平面光波或球面光波进行干涉。用

作补偿器的可以是透镜组［１，２］，也可以是计算全息

０３１０００２１
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图［３，４］。补偿法有两方面的不足：１）对辅助元件的

加工精度要求很高，否则会引入较大的系统误差；２）

由于非球面不同于球面，其面形千变万化，因此每一

种辅助元件只适用于对某一类非球面的检测，从而

使检测成本和检测周期增加。拼接法就是将被检非

球面元件划分为不同的子区域，对各子区域分别进

行测量，然后再将各测量结果拼接起来［５，６］。拼接

法的不足在于系统复杂、数据处理困难，不能进行现

场动态检测。

除上述两种方法外，也可应用数据处理的方法

解决 干 涉 图 的 欠 采 样 问 题。１９８７ 年，ＪｏｈｎＥ．

Ｇｒｅｉｖｅｎｋａｍｐ
［７］为了解决非球面光学元件面形检测中

的欠采样问题，在相移干涉技术的基础上提出了亚奈

奎斯特干涉技术，通过假设被检面形的一阶和二阶等

导数连续，进而从欠采样包裹相位图中恢复出正确的

三维（３Ｄ）连续相位信息，美国ＥＳＤＩ公司已在此技术

的基础上开发出实用的非球面检测仪器；１９９４年，Ｍ．

Ｓｅｒｖｉｎ等
［８］采用数字补偿的方法正确解调出欠采样

干涉条纹图中的相位；２００３年，ＪｅｓｕｓＭｕｎｏｚ等
［９］研究

了从单个欠采样干涉条纹图中正确恢复出相位信息

的方法。本文从横向剪切干涉和数字全息干涉的思

想出发，研究欠采样包裹相位图的恢复问题，希望在

此研究的基础上，结合现有干涉仪实现大偏离量和大

陡度非球面光学元件面形的检测。

２　原　　理

由实验得到的干涉条纹可以通过相移或者傅里

叶变换的方法进行分析，获得检测光波的相位信息。

由于在上述两种方法中都要采用取反正切的方式获

取相位信息，因此所得的相位值处在［－π，π］区间，

称之为包裹相位图。要得到检测光波正确的连续相

位分布必须对包裹相位图进行解包裹操作［１０～１４］。

但当包裹相位图相邻像素之间的相位差大于π时，

将出现欠采样现象。欠采样现象发生的原因主要是

由现有ＣＣＤ的有限空间带宽积造成，并且当ＣＣＤ

的空间带宽积越小时，欠采样现象就越容易发生或

者说欠采样现象就越严重。发生欠采样时的包裹相

位图称为欠采样包裹相位图。应用传统的解包裹算

法将不能从此欠采样包裹相位图中恢复出正确的连

续相位分布，即不能重建出检测光波的波前，将不能

完成非球面的面形检测。

横向剪切干涉技术可以通过同一光波与它一个

小错位后的光波之间的干涉，实现对大偏离量和大陡

度波面的检测。有关横向剪切干涉技术的研究已有

许多文献报道［１５～１８］。本文将此技术用于欠采样包裹

相位图欠采样现象的去除。横向剪切干涉能有效去

除欠采样现象的原因在于它利用波前相位与其自身

小的错位之间的偏差往往很小的特点，然后通过对偏

差进行处理，进而实现欠采样包裹相位图的回复。假

设由欠采样干涉条纹图得到的检测波前的欠采样包

裹相位为ｗ（狓，狔），按照横向剪切的思想，将ｗ（狓，狔）

在狓方向进行错位量为狊的平移得到ｗ（狓＋狊，狔）。由

ｗ（狓，狔）和ｗ（狓＋狊，狔）可得到检测波前在狓方向的包

裹相位差分布Δφｗ狓（狓，狔），由下式给出：

Δφｗ狓（狓，狔）＝
ｗ（狓＋狊，狔）－ｗ（狓，狔） ｗ（狓＋狊，狔）－ｗ（狓，狔）≥０

ｗ（狓＋狊，狔）－ｗ（狓，狔）＋２π ｗ（狓＋狊，狔）－ｗ（狓，狔）＜
烅
烄

烆 ０
， （１）

按照同样的操作方式，可以得到检测波前在狔方向的包裹相位差分布Δφｗ狔（狓，狔），由下式给出：

Δφｗ狔（狓，狔）＝
ｗ（狓，狔＋狊）－ｗ（狓，狔） ｗ（狓，狔＋狊）－ｗ（狓，狔）≥０

ｗ（狓，狔＋狊）－ｗ（狓，狔）＋２π ｗ（狓，狔＋狊）－ｗ（狓，狔）＜
烅
烄

烆 ０
． （２）

　　从数字全息二次曝光干涉的角度出发，（１），

（２）式中的ｗ（狓，狔），ｗ（狓＋狊，狔）以及ｗ（狓，狔＋狊）

可以看作为同一物场在不同状态下的数字全息图的

重建包裹相位，Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）则反映物

场在两种状态下的相位变化量。由（１），（２）式的取

值可以得出，Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）的取值范围

为［０，２π］。如果检测光波在水平和竖直方向上的相

位差超过２π，则Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）仍为包裹

相位。

在（１），（２）式中，平移量狊通常取为１ｐｉｘｅｌ的尺

寸，则ｗ（狓，狔）到ｗ（狓＋狊，狔）以及ｗ（狓，狔）到

（狓，狔＋狊）的变化一般很小，即 Δφｗ狓（狓，狔）及

Δφｗ狔（狓，狔）的相邻像素之间的差将小于π。因此对

Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）分别进行解包裹操作，可

以正确恢复出实际检测波前相位（狓，狔）在狓和狔

方向的相位差分布Δφ狓（狓，狔）和Δφ狔（狓，狔），它们与

实际检测波前相位（狓，狔）之间的关系分别由以下

两式给出：

０３１０００２２
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Δφ狓（狓，狔）＝（狓＋狊，狔）－（狓，狔）， （３）

Δφ狔（狓，狔）＝（狓，狔＋狊）－（狓，狔）， （４）

对（３），（４）式两边分别进行一维傅里叶变换，并应用

傅里叶变换的位移定理，可得

犉狓 （狓，狔［ ］）＝
犉狓 Δφ狓（狓，狔［ ］）

ｅｘｐ（ｉ２π犳狓狊）－１
， （５）

犉狔 （狓，狔［ ］）＝
犉狔 Δφ狔（狓，狔［ ］）

ｅｘｐ（ｉ２π犳狔狊）－１
， （６）

在（５），（６）式中，犉狓［］和犉狔［］分别表示沿狓和狔方

向的一维傅里叶变换，犳狓和犳狔分别表示狓和狔方向

的空间频率。对（５），（６）式的右边分别进行一维傅

里叶逆变换，可得到检测波前相位（狓，狔）在狓和狔

方向的一维估计

狓（狓，狔）＝犉
－１
狓

犉狓 Δφ狓（狓，狔［ ］）

ｅｘｐ（ｉ２π犳狓狊）－｛ ｝１ ， （７）

狔（狓，狔）＝犉
－１
狔

犉狔［Δφ狔（狓，狔）］

ｅｘｐ（ｉ２π犳狔狊）－｛ ｝１ ， （８）

在（７），（８）式中，犉－１狓 ［］和犉
－１
狔 ［］分别表示沿狓和狔方

向的一维傅里叶逆变换。应用最小二乘法可得检测波

前相位（狓，狔）与狓（狓，狔）和狔（狓，狔）之间的关系：

（狓，狔）＝
狓（狓，狔）＋犱狓（狓［ ］）＋ 狔（狓，狔）＋犱狔（狔［ ］）

２
，

（９）

式中犱狓 和犱狔 分别为一维估计狓（狓，狔）和狔（狓，狔）

与（狓，狔）在狓和狔方向的相位偏差，可由最小二乘

算法得出［１５，１６］。但当欠采样包裹相位图的欠采样严

重时，由Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）将不能正确得到

Δφ狓（狓，狔）和Δφ狔（狓，狔），此时横向剪切干涉将不能

解决欠采样问题。

３　模拟实验

在模拟实验中为了增加欠采样的程度，取像素

数为２５６ｐｉｘｅｌ×２５６ｐｉｘｅｌ，像素尺寸为１００μｍ×

１００μｍ。图１（ａ）为顶点曲率半径犚＝０．８９３９０２ｍ，

二次曲面常数犓＝０．９６３０５９的扁球面的欠采样包

裹相位图，其连续相位为

（犿，狀）＝
２π

０．６３２８×１０
－９×

犮［（犿×１０－
４）２＋（狀×１０－

４）２］

１＋｛１－（犓＋１）犮
２［（犿×１０－

４）２＋（狀×１０－
４）２］｝１／２

，

（犿，狀＝－１２８，－１２７，…，１２６，１２７） （１０）

式中犮＝１／犚。图１（ｂ）为（１０）式给出的理想三维相

位分布图，图１（ｃ）为对图１（ａ）采用逐行判断相位跳

跃点并加或减２π整数倍的解包裹运算后的解包裹

相位图。对照图１（ｂ），（ｃ）可以看出，对欠采样包裹

相位图进行常规的解包裹运算，将不能得到其正确

的连续相位分布。

图１ （ａ）模拟的欠采样包裹相位图，（ｂ）理想三维相位图，（ｃ）解包裹相位图

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｕｎｄｅｒｓａｍｐｌｅｄｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐ，（ｂ）ｉｄｅａｌ３Ｄｐｈａｓｅｍａｐ，（ｃ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｍａｐ

　　下面采用提出的方法对图１（ａ）所示的欠采样

包裹相位图进行恢复。将图１（ａ）所示的欠采样包

裹相位图在水平和竖直方向分别进行１ｐｉｘｅｌ的错

位，得到２个新的欠采样包裹相位图，按照（１），（２）

式使它们分别与原欠采样包裹相位图相减，得到２

个 相 位 差 分 布 Δφｗ狓（狓，狔）和 Δφｗ狔（狓，狔），如

图２（ａ），（ｂ）所示。由于进行了１ｐｉｘｅｌ的错位，因

此所得的相位差分布Δφｗ狓（狓，狔）和Δφｗ狔（狓，狔）与原

欠采样包裹相位相比，分别少了１列和１行数据。按

照周期延拓的规则，图２（ａ）所示的相位差分布

Δφｗ狓（狓，狔）的最后１列数据为原始欠采样包裹相位

图的第１列与最后１列的差，图２（ｂ）所示的相位差

分布Δφｗ狔（狓，狔）的最后１行数据为原始欠采样包裹

相位图的第１行与最后１行的差。由于错位量为

１ｐｉｘｅｌ，因此所得的两个方向上的相位差图将不再

欠采样，但可能仍为包裹相位图。应用常规解包裹

算法分别对图２（ａ），（ｂ）进行解包裹运算，得到２个

解包裹相位差分布 Δφ狓（狓，狔）和 Δφ狔（狓，狔），如

图２（ｃ），（ｄ）所示。由图２（ｃ），（ｄ）可以看出，解包裹

后的相位差分布为连续的相位分布。
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图２ （ａ）水平方向的包裹相位差图，（ｂ）竖直方向的包裹相位差图，（ｃ）水平方向的解包裹相位差图，（ｄ）竖直方向的

解包裹相位差图

Ｆｉｇ．２ （ａ）Ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，（ｂ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，

（ｃ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，（ｄ）ｕｎｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｉｎｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

　　应用（７），（８）式对图２（ｃ），（ｄ）所示的相位差分

布进行一维傅里叶分析，可得理想波面在狓和狔方

向的一维估计狓（狓，狔）和狔（狓，狔），如图３（ａ），（ｂ）

所示。由获得的两个一维估计狓（狓，狔）和狔（狓，狔），

采用最小二乘算法可得图１（ａ）所示的欠采样包裹

相位图的连续相位分布，如图４所示。为了分析提

出方法的恢复精度，将图４所示的恢复连续相位图

与图１（ｂ）所示的理想连续相位图相减，得到的误差

分布如图５所示。

图３ （ａ）水平方向的一维估计狓（狓，狔），（ｂ）竖直方向的一维估计狔（狓，狔）

Ｆｉｇ．３ （ａ）狓（狓，狔）：ｅｓｔｉｍａｔｅｄｐｈａｓｅｉｎｈｏｒｉｚｏｎｔａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ，（ｂ）狔（狓，狔）：ｅｓｔｉｍａｔｅｄｐｈａｓｅｉｎｖｅｒｔｉｃａｌｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

图４ 恢复出的相位

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅ

图５ 恢复相位与理想相位之间的误差图

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｍａｐｂｅｔｗｅｅｎｒｅｔｒｉｅｖｅｄｐｈａｓｅａｎｄｉｄｅａｌｐｈａｓｅ

　　由图５可得，提出的方法能够高精度地恢复出

欠采样包裹相位图的连续相位分布，其峰谷（ＰＶ）值

小于０．０６ｒａｄ。误差的主要来源是由于错位相减后

的偏差有效数据少于原始待测波前数据，文献［１３］

已给出误差随错位量的增加而增加的结论。

４　结　　论
欠采样包裹相位图的恢复方法借助横向剪切干

涉和数字全息干涉的思想，通过原始欠采样包裹相

位图在水平和竖直两个方向上的错位相减，消除欠

采样的影响，从而能正确地恢复出检测光波的波前

相位。模拟实验给出了此方法的实际操作过程，结

果表明此方法对欠采样包裹相位图有很高的恢复精

度。结合这一技术，可在现有干涉仪的基础上对大

偏离量和大陡度的非球面光学元件进行检测。噪声

的影响是一个比较复杂的问题，本文未对噪声引起

的误差进行讨论，有关噪声引起的误差及抑制研究

将另文给出。
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