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基于德拜理论的液柱参数彩虹反演算法研究
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摘要　彩虹技术是一种可同时测量液柱折射率和粒径的实时、非接触方法。建立了定量描述彩虹信号的低频分量

与德拜理论（狆＝２）模拟信号重合程度的目标函数，在此基础上提出一种基于德拜理论（狆＝２）的液柱参数彩虹技术

反演算法。反演算法以经验公式的计算值为初始值，根据目标函数不断寻优获得优化结果，并通过米氏散射理论

进一步优化得到反演结果。在折射率变化范围为１．３２～１．５６、半径变化范围为５０～５００μｍ时，进行数值模拟和实

验研究。结果表明，半径的相对误差在８％以内，折射率误差绝对值小于５×１０－４，半径的测量下限为６０μｍ。
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１　引　　言

光学检测技术由于具有非侵入、实时性好、时间

空间分辨率高和测量精度高等优点，被广泛地应用

于对象参数的在线测量［１～５］。彩虹是一种常见的光

散射现象，近年来人们尝试将彩虹技术应用于液体

参数测量［６，７］。彩虹技术可以根据特定角度范围内

的光强分布同时测量直径和折射率，并通过折射率

计算出一些与之相关的物理量（如温度、浓度

等）［８～１２］。单色激光垂直照射液柱时，入射光在液

柱内经历一次内反射后出射，折射角最小值称为一

阶几何彩虹角。彩虹技术通过探测一阶几何彩虹角

附近的散射光强分布，同时测量液柱的直径和折射

率。相对于其他角域的散射光，一阶彩虹具有以下

优点：结构稳定，当液柱参数在一定范围内变化时，

散射光光强分布只会发生平移和拉伸，而不会改变

形状；光强较高，入射光线在经历多次内反射后出射

光强逐渐衰减，一阶彩虹较高的强度可以避免因使

用高功率光源而造成的热效应和非线性极化效

应［１３］；信息量较大，从一阶彩虹图像中能明显地看

到明暗相间的条纹以及叠加在其上的高频结构；光

１２１２００６１
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路简单，易于与几何光学等成熟理论相结合。由于

一阶彩虹的独特优势，目前该技术已被广泛地研究

与应用。Ｒｏｔｈ等
［１１］在前向（３０°附近）和后向（１４０°

附近）散射区分别布置两个电荷耦合器件（ＣＣＤ）拍

摄散射光，并通过艾里理论由前向散射光计算半径，

由一阶彩虹计算折射率。ＶａｎＢｅｅｃｋ等
［１２］简化了

测量系统，仅在一阶彩虹区域布置一个ＣＣＤ，通过

光强峰值的角位置和彩虹的低频复虹结构由经验公

式分别计算液柱的折射率和半径。吴振森等［１４］综

合分析一阶彩虹的低频复虹结构和高频的叠加波结

构，通过频谱分析和米氏散射理论建立经验公式，提

出了基于彩虹角谱的测量方法。但这些彩虹测量方

法主要基于经验公式，通用性较差（无法在粒径、折

射率大范围变化的前提下准确测量）、抗噪能力低、

各参数间的强耦合易造成误差的累积传递［１５］。

针对上述问题，本文提出一种基于米氏散射理

论和德拜理论数学模型的液柱参数彩虹反演优化算

法。该算法以经验公式计算的折射率和半径为初始

值，由德拜理论（狆＝２）根据初始值模拟光强分布，

由测量值和理论值的重合程度建立目标函数，以减

小目标函数值为目的不断对初始值进行优化。并以

毛细管出口处的液柱为研究对象对反演算法进行了

实验验证。

２　测量理论

２．１　彩虹技术原理

单色激光发出的平行光垂直照射均匀液柱，经

历一次内反射的出射光与外表面反射光、多次内反

射的出射光、表面波等相互干涉形成一阶彩虹。图

１为截面处的光路示意图，图中犐ｏｕｔ为出射光线，犐ｉｎ

为入射光线，α为入射角，β为折射角，θ为散射角，犚

为截面半径距，犿为液体折射率。

图１ 液柱截面光路示意图

Ｆｉｇ．１ Ｏｐｔｉｃａｌｐａｔｈａｔｔｈｅｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｏｆｔｈｅｌｉｑｕｉｄｃｏｌｕｍｎ

根据几何光学理论得

θ＝π－４β＋２α＝π－４ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎα（ ）犿

＋２α，（１）

由（１）式可知散射角存在最小值，在此角度附近出射光

线较为密集，通常称此最小散射角为一阶几何彩虹角：

θｒｇ ＝π－４ａｒｃｓｉｎ
４－犿

２

３犿槡 ２ ＋２ａｒｃｓｉｎ
４－犿

２

槡３
，

（２）

由（２）式可以通过几何彩虹角求解液体的折射率，然

而彩虹光强分布的主峰角位置与几何彩虹角有一定

的偏离，导致几何彩虹角无法通过测量获得。

几何光学仅能独立地分析各条散射光线，而无法

描述它们之间的相互作用。艾里理论结合菲涅耳衍

射理论与彩虹问题，提出一种分析几何彩虹角附近散

射光虚拟波前的波动光学模型。由于其计算量小，理

论模型简单，曾被广泛地应用于彩虹技术反演算

法［１６，１７］。自麦克斯韦电磁波理论诞生之后，洛伦茨

米氏散射理论可以对液柱散射问题严格地数学求解，

从而精确模拟连续平面波照射下的彩虹光强分

布［１８］。图２为基于米氏散射理论和艾里理论模拟

的一阶彩虹，其中液柱的折射率为１．３３２６，半径为

２５０μｍ，入射光波长为５３２ｎｍ。从图中可以看出艾

里理论模拟的彩虹各峰的间隔较小，两条曲线各峰

的幅值近似相等，主峰角位置有较小偏差。图３为

图２对应的频谱，可以看出彩虹信号中存在多种明

显的不同频率的振荡，依次为低频的复虹结构，由各

内反射光线的干涉而产生，主要表现为各峰的趋势

轮廓；叠加在复虹结构上的、由内反射光和外表面反

射光干涉而产生的高频叠加波结构以及由于衍射光

和内反射、外反射干涉形成的更高频率的结构，在频

谱图上分别对应于后两个峰。而艾里理论仅能模拟

图２ 基于米氏散射理论和艾里理论模拟的一阶

彩虹分布（犿＝１．３３２６，犚＝２５０μｍ，λ＝５３２ｎｍ）

Ｆｉｇ．２ Ｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｒａｉｎｂｏｗｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙ Ｍｉｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ

ｔｈｅｏｒｙａｎｄｔｈｅＡｉｒｙｔｈｅｏｒｙ （犿＝１．３３２６，犚＝

　　　　　　２５０μｍ，λ＝５３２ｎｍ）

彩虹信号的复虹结构，且其角频率小于米氏散射理

论模拟的彩虹峰值。当液柱半径和折射率发生变

１２１２００６２
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化，一阶彩虹的角位置和形状也会随之改变，通过

ＣＣＤ拍摄散射光分布，可以实现折射率和半径的反

演，再由折射率与温度、浓度等之间的数学关系实现

其他参数的测量。

图３ 对应于图２模拟的彩虹的频谱

Ｆｉｇ．３ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｒａｉｎｂｏｗｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｔｏＦｉｇ．２

２．２　光散射的德拜理论描述

德拜理论可以将米氏散射理论的散射系数进行

分解，从而提取彩虹信号中经狆－１次内反射的出

射光线干涉形成的分量，单独研究其对散射光的贡

献［１９］。德拜散射系数犪狀，犫狀 的数学表达式为

犪狀 ＝犫狀 ＝
１

２
１－犚

２１２
狀 －∑

∞

狆＝１

犜２１狀 （犚
１２１
狀 ）狆

－１犜１２［ ］｛ 狀 ，

（３）

式中 下标狀表示无穷级数的索引；犚２１２狀 和犚１２１狀 表示

光线在不同介质分界面的反射系数；犜２１狀 和犜
１２
狀 表示

光线在不同介质分界面的透射系数；等号右边的第

一项描述衍射光和表面波；第二项描述外表面反射

光；第三项描述经历狆－１次内反射的光线。可以看

出德拜理论的散射系数可以描述外反射光、衍射光

和狆－１次内反射光线中的某一项相干形成的散射

光，或是多种光线相互作用形成的散射光。若将（３）

式的每一项叠加且第三项狆从１累加到一个足够大

的值，则表示衍射光、外反射光和经历各次内反射的

透射光相干形成的散射光，这与米氏散射理论的描

述一致，此时德拜散射系数等于米氏散射系数。彩

虹的复虹结构是由狆＝２描述的光线干涉形成，其

德拜散射系数为犜２１狀犚
１２１
狀 犜

１２
狀 。图４为基于米氏散射

理论与德拜理论（狆＝２）模拟的彩虹。其中由米氏

散射理论模拟的彩虹，其低频分量的截止频率为复

虹结构的频率（下文中的低通截止频率均为复虹结

构的频率）。可以看出三条曲线复虹结构的各峰的

角位置均近似相等，因此与艾里理论模拟的复虹结

构相比，德拜理论（狆＝２）模拟的一阶彩虹的复虹结

构更接近实际情况。

图４ 基于米氏散射理论与德拜理论（狆＝２）模拟的

一阶彩虹（犿＝１．３３２６，犚＝２５０μｍ，λ＝５３２ｎｍ）

Ｆｉｇ．４ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆｌｏｗ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅ

ｒａｉｎｂｏｗｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙＭｉｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏｒｙａｎｄｂｙ

Ｄｅｂｙｅｔｈｅｏｒｙ（狆＝２）（犿＝１．３３２６，犚＝２５０μｍ，λ＝

　　　　　　　　５３２ｎｍ）

２．３　目标函数的建立

米氏散射理论能精确地模拟液柱的光散射，根

据设定的折射率犿 和半径犚 可以计算一阶彩虹光

强分布。若模拟和测量的彩虹光强分布有较好的重

合度，则可认为被测液柱的折射率和半径近似等于

设定值。为定量地描述散射光模拟值和测量值的差

异，建立目标函数

犳（犿，犚）＝∑
犺

犽＝１

［犐ｍｅａ（犽）－犐ｓｉｍ（犽）］
２， （４）

式中犳为目标函数值，犐ｍｅａ为ＣＣＤ测量的散射光强，

犐ｓｉｍ为散射光强模拟值，犽为所选择的离散点的序

号，犺为所选择的离散点数。若式中犐ｓｉｍ由米氏散射

理论模拟，则称（４）式为基于米氏散射理论的目标函

数；若式中犐ｓｉｍ由德拜理论（狆＝２）模拟，且犐ｍｅａ为彩

虹信号的低频分量，则称（４）式为基于德拜理论的目

标函数。米氏散射理论模拟的彩虹具有多个极值，

这一结构将导致目标函数的变化规律较为复杂。德

拜理论（狆＝２）模拟的一阶彩虹结构简单，与米氏散

射理论模拟值的重合度较好，故基于德拜理论（狆＝

２）的目标函数值能近似地描述彩虹测量值与米氏散

射理论模拟值的接近程度，且变化规律简单、明显。

考虑到米氏散射理论和德拜理论的计算量较大，为

了提高反演算法效率，一般选择散射光光强分布曲

线上少数特征点来计算目标函数值。由图４可以看

出米氏散射理论与德拜理论（狆＝２）模拟的一阶彩

虹的复虹结构第一峰有微小的偏移，而其余峰的重

合度较好。考虑到当存在噪声影响时前两个峰的信
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噪比较高，且为了兼顾计算量，选取目标函数特征点

角位置的规则为

θ（犽）＝（θ狉１－θ犾１）／１４＋θ犾１，　犽＝０，２，…，１４（５）

θ（犽）＝ （θ狉２－θ犾２）／８＋θ犾２，　犽＝０，２，…，８（６）

其中（５）式描述选取复虹结构第一个峰上离散点的

规则，（６）式描述选取复虹结构第二个峰上离散点的

规则，θ狉１为复虹结构第一峰向右第一个幅值等于波

峰４０％的离散点的角位置，θ狉２为复虹结构第二峰右

侧相应点的角位置，θ犾１为复虹结构第一峰左侧相应

点的角位置，θ犾２为复虹结构第二峰峰左侧相应点的

角位置，如图４所示。

３　反演算法

为了从ＣＣＤ拍摄到的彩虹光强分布中获取测

量对象的折射率和半径，提出了基于经验公式、德拜

理论、米氏散射理论以及目标函数的反演算法。反

演算法可以分为三个部分：由经验公式确定折射率

和半径初始值；在德拜理论（狆＝２）和目标函数在初

始值的基础上对折射率和半径寻优得到优化结果；

最后在寻优结果周围的小范围内，由米氏散射理论

和目标函数进一步确定精确解。

３．１　经验公式确定初值

由于艾里理论与实际散射光的偏差较大，通过米

氏散射理论建立经验公式，获取寻优初始值。图５（ａ）

为米氏散射理论模拟的复虹结构和叠加波结构频率

与粒径的关系，其中折射率为１．３３２６，入射光波长为

５３２ｎｍ。从图中可以看出，两种结构频率与粒径都有

较好的线性关系，但是复虹结构对应直线的斜率较

大。由于噪声造成的频谱峰值偏移将会导致较大的

半径误差，因此通过叠加波结构频率与液柱半径的关

系建立经验公式。图５（ｂ）为不同折射率下叠加波结

构频率与半径的关系，可以看出折射率也会影响叠加

波结构频率，但与半径相比折射率的影响较小，图中

两条曲线在５５０μｍ 处的相对误差为３％。根据

图５（ａ）中叠加波结构对应各点，建立频率与半径的一

次函数拟合关系式

犚＝２３．８９犉＋１．４２７， （７）

式中犚为半径，犉为叠加波结构频率。

图５ 米氏散射模拟彩虹的频谱中特征频率与半径的关系。（ａ）不同结构频率与半径关系；（ｂ）不同折射率下

叠加波结构频率与半径关系

Ｆｉｇ．５Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙａｎｄｒａｄｉｕｓｏｆｔｈｅｒａｉｎｂｏｗｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈ Ｍｉｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏｒｙ．（ａ）

Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｗｏｄｉｆｆｅｒｅｎｔｂｏｗｓｖｅｒｓｕｓｒａｄｉｕｓ；（ｂ）ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｏｆｔｈｅｒｉｐｐｌｅｂｏｗｓｖｅｒｓｕｓｒａｄｉｕｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘ

　　根据几何光学，由（２）式可以根据几何彩虹角迭

代求解折射率，然而直接将主峰角位置代入（２）式计

算得到的折射率与真实值有一定误差。图６为犿＝

１．３３２６和犿＝１．３６下，折射率真实值与（２）式迭代

结果的比值。图中两条曲线都呈现非线性地递增，

且两者在１５０μｍ以下区间重合度较差，由此说明

几何彩虹角与实际主峰角位置的偏差受折射率和粒

径的共同影响。根据图６中犿＝１．３３２６各点，通过

四次多项式拟合得到修正系数，计算折射率的初

始值。

犿＝犿ｒｇ（－６．８７５×１０
－１３犚４＋１．０２×１０

－９犚３－

５．５０３×１０
－７犚２＋１．３０８８×１０

－４犚＋０．９８６２），（８）

式中犿为修正结果，犿ｒｇ为（２）式的迭代结果，犚 为

（７）式计算的半径。

３．２　基于德拜理论（狆＝２）和目标函数的寻优

通过经验公式可以得到折射率和半径的初始值

犿０，犚０。然而由于噪声、经验公式适用范围小等原

因，初始值存在较大误差，需要进一步优化。反演算

法从初始值开始，根据目标函数值开始寻优。寻优过

程首先从犿＝犿０截面开始，在当前点（犿０，犚犼）的基
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图６ 折射率真实值与迭代结果之比和半径的关系

Ｆｉｇ．６Ｒａｔｉｏｏｆｔｈｅｔｒｕｅｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘｔｏｔｈｅ

ｉｔｅｒａｔｉｖｅｖａｌｕｅｖｅｒｓｕｓｒａｄｉｕｓ

础上适当调整半径，得到下一点（犿０，犚犼＋１），通过判

断前一点的目标函数值犳（犿０，犚犼－１）、当前点的

犳（犿０，犚犼）以及下一点的犳（犿０，犚犼＋１）可以判断目标

函数值是否逐渐减小，以确定寻优路线，找出该截面

的最优点。然后调整折射率，寻找犿＝犿犻截面的最

优点（犿犻，犚犽），通过与前一截面的最小目标函数值

比较可以确定折射率的寻优方向。反复进行以上过

程，最终可以获得全局最优点。

图７为折射率和半径真实值附近区域内，基于

米氏散射理论的目标函数值的变化，其中犐ｍｅａ由米

氏散射理论模拟（犚＝８０μｍ，犿＝１．３３３）。可以发

现，真实值对应的目标函数值为全局最小值，在真实

值附近区域内复杂的“毛刺”结构造成目标函数值存

在多个局部极小值。产生这一现象的原因为米氏散

射理论模拟的一阶彩虹的叠加波结构具有多个局部

极值。从中看出犿＝１．３３３截面上曲线的单调性较

差，无法根据其中某几点的目标函数值准确地判断

图７ 基于米氏散射理论的算法目标函数值的变化

Ｆｉｇ．７Ｖａｌｕｅｓｏｆｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎ

Ｍｉｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏｒｙ

寻优方向，若当前点犳（１．３３３，８０．５）＝０．６２２８，而偏

移后的下一点犳（１．３３３，８１．５）＝０．１０１０，这样算法

就会向半径大于８０．５μｍ的方向寻优。使用全局

遍历或是遗传算法等，可避免这一错误的发生，但将

增加反演算法的计算量。

图８为折射率和半径真实值附近区域内，基于

德拜理论（狆＝２）的目标函数值的变化规律，其中

犐ｍｅａ为米氏散射理论模拟（犚＝８０μｍ，犿＝１．３３３）的

低频分量。图９（ａ）为图８中犿＝１．３３３截面上的曲

线，图９（ｂ）为图８中犚＝８０μｍ截面上的曲线。可

以发现图８所示的曲面在真实值附近小范围内近似

为一个椭圆抛物面，在任意狕＝狕０ 截面，与犚轴平行

的长轴远大于与犿 轴平行的短轴。在曲线最低点

的各个方向上均有较好的单调性，按照上文所述寻

图８ 基于德拜理论（狆＝２）的算法目标函数值的变化

Ｆｉｇ．８ＶａｌｕｅｓｏｆｏｂｊｅｃｔｉｖｅｆｕｎｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎＤｅｂｙｅ

ｔｈｅｏｒｙ（狆＝２）

图９ 两个特征截面。（ａ）犿＝１．３３３；（ｂ）犚＝８０μｍ

Ｆｉｇ．９Ｔｗｏｔｙｐｉｃａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓｕｒｆａｃｅ．

（ａ）犿＝１．３３３；（ｂ）犚＝８０μｍ
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优过程能快速准确地确定全局最优解。从图９（ｂ），

可见折射率小于１．３２１范围内还有一个局部极小

点，为了避免寻优过程在该区域因偏移量较小而无法

跳出，并最终落在错误的极小点，偏移量将从较大的

初始设定值逐步减小。偏移量的下限决定寻优的精

度和耗时。从图９（ａ）中可以看出，基于德拜理论（狆

＝２）的目标函数的全局最小值并不对应真实参数，其

主要是因为米氏散射理论与德拜理论（狆＝２）模拟的

一阶彩虹的复虹结构并非严格重合。

３．３　寻优结果的进一步优化

寻优过程能快速地得到估计的结果（犿狆，犚狇），

为了获取最终的精确解，基于米氏散射理论的目标

函数被用来对寻优结果进一步优化。由于基于米氏

散射理论的目标函数值无明显的变化规律，很难确

定优化路线。因此反演算法在寻优结果的周围选取

一系列离散点，遍历各点的基于米氏散射理论的目

标函数值，将最小目标函数的对应点作为最终结果。

离散点越多遍历的范围越大，则包含真实值的可能

性越大，但是计算量也会相应增加，因此需兼顾精度

和计算量，合理选择离散点的数量。

３．４　反演算法的数值验证

通过数值计算来验证反演算法的可行性。首先

给出折射率和半径，由米氏散射理论模拟一阶彩虹。

根据光强分布可以通过反演算法获得测量结果，并与

真实值比较得出相对误差。图１０为反演算法的计算

过程，给定犚＝１２０μｍ，犿＝１．４６。图中给出了算法

３个步骤的计算结果：１）经验公式获得的计算结果；

２）基于德拜理论的目标函数的寻优过程，图中箭头

指示了寻优路线；３）基于米氏散射理论的目标函数

的优化结果。经验公式计算的半径和折射率分别为

１０２．９１μｍ和１．４５８９。这是因为半径的经验公式

是根据折射率在１．３３２６附近范围内米氏散射理论

计算结果给出的，当折射率变化较大时，该经验公式

的计算误差增大。此时折射率的误差相对较小。相

对于经验公式结果，寻优结果（犚＝１１６．６９μｍ，犿＝

１．４５９６）具有更小的误差。寻优结果附近取一系列

离散点，计算各离散点的基于米氏散射理论的目标

函数值，可以进一步优化寻优结果，从而获得最终的

测量结果（犚＝１１８．６９μｍ，犿＝１．４５９８）。测量结果

存在误差的主要原因为：离散点数仅为４９个，真实

值对应的离散点未被取到。在ＣＰＵ为Ｅ７４００、内存

２Ｇ的个人计算机上，反演算法第二步和第三步的

耗时分别为２．５２ｓ和３．０２ｓ。由于反演算法第三

步的遍历过程无规律可循，判断的离散点多于第二

步，其耗时也相应增大。若将散点数增加到１６９个，

此时测量结果为犚＝１１９．６９μｍ，犿＝１．４５９９，然而

耗时１０．６７ｓ，算法的实时性变差。

图１０ 算法寻优路线示意图

Ｆｉｇ．１０Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｐａｔｈｏｆ

ｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍ

图１１为在一系列设定值下的反演结果，其中半

径为１００μｍ、折射率从１．３２以０．０２为间隔递增到

１．５６。图中给出了反演算法各步的结果，以便于比

较经验公式与优化过程的表现。图１１（ａ）为各步的

折射率结果，由于各个真实值之间相差０．０２，而误

差的绝对值在１０－３量级。若直接给出折射率反演

结果，则无法清晰地观察结果的好坏，故图中所示为

图１１ 犚＝１００μｍ不同折射率设定值下的反演结果。

（ａ）折射率反演值与真实值之差；（ｂ）半径反演结果

Ｆｉｇ．１１Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｈｔｈｅｒａｄｉｕｓｏｆ１００μｍ．（ａ）

Ｅｒｒｏｒｓｏｆｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘｒｅｓｕｌｔｓ；（ｂ）ｉｎｖｅｒｔｅｄ

　　　　　　　　ｒａｄｉｕｓ

折射率反演值与真实值之差。从中可以看出经验公
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式求解结果具有较大的误差，最大为－４×１０－３。其

原因为半径等于１００μｍ时，折射率真实值对折射

率经验公式的影响较大，如图６所示。而第二步的

寻优结果可以将误差的绝对值控制在７×１０－４之

内，第三步的优化过程能进一步提高精度，反演误差

的绝对值在５×１０－４以内。从图１１（ｂ）中可以看出：

随着折射率真实值的增加，经验公式求解结果的误

差逐渐增大，当折射率大于１．３６时，半径误差绝对

值均大于５μｍ，折射率为１．５６时，半径的误差绝对

值为２８μｍ。其原因为：半径的经验计算公式同时

受到折射率和半径真实值的影响，折射率在１．３３２６

附近时，经验公式有较好的表现，随着折射率的增

大，经验公式适用性越来越差。但第二步的寻优结

果的相对误差在５％以内，第三步进一步提高到３％

以内。

图１２为在一系列设定值下的反演结果，其中折

射率为１．３６、半径从５０μｍ递增到５００μｍ。图１２（ａ）

为各步的折射率反演值。从中可以看出当半径大于

１５０μｍ时，经验公式求解结果的误差在８×１０
－４以

内，当半径从１５０μｍ减小时，折射率真实值对折射率

经验公式的影响逐渐增大，半径为５０μｍ时，误差达

到３．５×１０－３，这一结果与图６所示一致。折射率经

图１２ 犿＝１．３６不同半径设定值下的反演结果。

（ａ）折射率反演值；（ｂ）半径反演结果的相对误差

Ｆｉｇ．１２Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｗｉｔｈｔｈｅｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘｏｆ

１．３６．（ａ）Ｉｎｖｅｒｔｅｄｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘ；（ｂ）ｒｅｌａｔｉｖｅ

　　　　ｅｒｒｏｒｓｏｆｉｎｖｅｒｔｅｄｒａｄｉｕｓ

验公式是根据折射率为１．３３２６时的模拟值而建立，

与折射率真实值１．３６接近，因此相对于图１１（ｂ）所

示，图１２（ｂ）中的半径的误差较小，最大误差仅有

５％。当半径大于６０μｍ时，图１２中折射率寻优结

果的误差绝对值在５×１０－４以内，折射率最终结果

的误差绝对值在３×１０－４以内；半径寻优结果的相

对误差在５％以内，半径最终结果的误差在３％ 以

内。然而当半径小于６０μｍ时，反演算法第二步与

第三步的误差开始增大。图１３分别给出了米氏散

射理论模拟彩虹的低频分量以及由德拜理论（狆＝

２）模拟的复虹结构。比较图１３和图４可以发现：当

半径较小时米氏散射理论模拟的一阶彩虹低频分量

与德拜理论（狆＝２）模拟值的偏差较大。图１３中低

频分量对应的曲线，主峰位置向左移、前两个峰的间

距增大，若通过德拜理论（狆＝２）来模拟该曲线，则

折射率和半径的取值均低于真实值，故图１２（ａ），

（ｂ）中第二步与第三步结果的第一点都小于真实

值。然而第一峰的偏移方向以及峰值间距的变化并

非单调的，图１２（ａ），（ｂ）中第二步与第三步结果的

第二点都比真实值偏大，因此很难对小粒径时的反

演误差进行修正。

图１３ 犚＝５０μｍ，犿＝１．３６时米氏散射理论模拟的一阶

　彩虹低频分量与德拜理论（狆＝２）的模拟值

Ｆｉｇ．１３Ｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｏｒｄｅｒｒａｉｎｂｏｗ

ｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈＭｉｅｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏｒｙｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈ

ｔｈｅｓｕｐｅｒｎｕｍｅｒａｒｙ ｂｏｗｓ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｗｉｔｈ Ｄｅｂｙｅ

　　　ｔｈｅｏｒｙ（狆＝２）（犿＝１．３６，犚＝５０μｍ）

４　实验结果与分析

实验系统如图１４所示，主要包括测量对象和光

学测量系统两部分。测量对象为毛细管出口处的稳

定液柱，毛细管内径为０．５ｍｍ和１ｍｍ两种规格，

０～５０ｇ／Ｌ的ＮａＣｌ溶液可以实现液柱折射率的改

变。由于毛细管壁对流体的粘性力，毛细管出口的

液柱从上往下直径不断变小，因此将毛细管出口以
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下１ｍｍ处的液柱作为实验对象，使液柱直径与毛

细管内径尽可能地接近。分别将１ｍｍ，０．５ｍｍ作为

直径真实值。实验过程中环境温度为１２℃，由文献

［２０］可知入射光为５３２ｎｍ时，１２℃纯水的折射率为

１．３３６。光学测量系统包括光学平台、１００ｍＷ，

５３２ｎｍ激光光源、平面镜、凸透镜和２０４８ｐｉｘｅｌ，

４０ＭＨｚ的ＣＣＤ相机。激光器发出的平行光束经平

面镜反射后照射液柱，散射光经透镜会聚后被ＣＣＤ

相机接收，通过前后移动凸透镜２可以调整ＣＣＤ所

在的测量平面的成像效果。图１５为单色平行光照射

液柱产生的一阶彩虹的照片，提取其灰度值可以获得

彩虹光强分布曲线，通过标定可将像素点序号转化为

对应的散射角度。

图１４ 实验系统

Ｆｉｇ．１４Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｙｓｔｅｍ

图１５ ＣＣＤ相机拍摄的一阶彩虹

Ｆｉｇ．１５ＦｉｒｓｔｏｒｄｅｒｒａｉｎｂｏｗｃａｐｔｕｒｅｄｂｙＣＣＤｃａｍｅｒａ

图１６为ＣＣＤ拍摄的０．５ｍｍ内径毛细管出口处

纯水液柱的一阶彩虹，并提取其低频分量与德拜理论

（狆＝２）模拟值进行比较，其中犚＝２５０μｍ，犿＝１．３３６。

可以看出模拟曲线与低频分量的各个峰的角位置均

近似相等。比较图４和图１６可以发现实际彩虹信号

由于系统振动、流体脉动、电路干扰等的存在含有大

量的噪声，彩虹叠加波结构的形状有较明显的改变，

由此会影响主峰角位置的准确获取，故文中将低频

分量峰值角位置代入折射率经验公式。

图１７为图１６中实际信号的频谱，并与米氏散

射理论模拟值的频谱进行比较。从中可以发现叠加

波结构频率周围存在多个极大值，而曲线在其它区

域形变较小。由此说明叠加波结构频率周围存在一

个频带较窄的噪声。由ＣＣＤ对０．５ｍｍ内径毛细

管出口处纯水液柱的散射光强连续十次拍摄，进行

重复性实验。

图１８（ａ）为折射率反演结果，图１８（ｂ）为半径反

演结果。从图１８中可以发现经验公式计算的半径

含有较大误差，主要原因为：叠加波结构频率周围的

多个极大值幅值发生变化时，会影响叠加波结构频

率的准确获取。半径经验公式的结果为折射率经验

公式的变量，半径的计算结果会将误差传递给折射

率经验公式的结果。反演算法第二步和第三步的计

算结果的测量误差较小，结果的重复性较好。折射

率测量误差的绝对值均在５×１０－４以内；半径测量

结果的相对误差均在８％以内。

图１６ 实测彩虹信号的低频分量与德拜理论

（狆＝２）复虹模拟值

Ｆｉｇ．１６Ｌｏｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｃｏｍｐｏｎｅｎｔｏｆｔｈｅｃａｐｔｕｒｅｄｒａｉｎｂｏｗ

ｓｉｇｎａｌ ａｎｄ ｓｕｐｅｒｎｕｍｅｒａｒｙ ｂｏｗｓ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｂｙ

　　　　　　Ｄｅｂｙｅｔｈｅｏｒｙ（狆＝２）

图１７ 测量到的彩虹信号与米氏散射理论模拟值得频谱

Ｆｉｇ．１７ Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｓｐｅｃｔｒｕｍ ｏｆｔｈｅｃａｐｔｕｒｅｄｒａｉｎｂｏｗ

ｓｉｇｎａｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｒａｉｎｂｏｗ ｓｉｍｕｌａｔｅｄ ｂｙ Ｍｉｅ

　　　　　　ｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｔｈｅｏｒｙ
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图１８ ０．５ｍｍ内径毛细管出口处纯水液柱的彩虹的反

演结果。（ａ）折射率反演误差；（ｂ）半径反演结果

Ｆｉｇ．１８Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｒａｉｎｂｏｗ ｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙ

ｗａｔｅｒｃｏｌｕｍｎａｔｔｈｅｅｘｐｏｒｔｏｆｔｈｅｃａｐｉｌｌａｒｙｏｆ

ｉｎｎｅｒｄｉａｍｅｔｅｒ０．５ｍｍ．（ａ）Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｅｒｒｏｒｓ

ｏｆｔｈｅ ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘ ｒｅｓｕｌｔｓ； （ｂ）ｒａｄｉｕｓ

　　　　　　ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

图１９为０．５ｍｍ内径毛细管出口处ＮａＣｌ溶液

液柱的一阶彩虹的反演结果。图２０为１ｍｍ内径

毛细管出口处ＮａＣｌ溶液液柱的一阶彩虹的反演结

果。通过半径经验公式的结果可以发现，由于噪声

对叠加波结构的影响，结果含有较大的误差，最大误

差为３３％。反演算法最终的半径测量值具有较小

的测量误差和较好的重复性，相对误差的最大值为

７．５％。从总体上看半径测量值略小于毛细管内径，

这与粘性力导致液柱变细的结论一致。比较反演算

法第一步和第三步的折射率结果，第一步对应的曲

线在第三步对应得曲线周围上下波动，不同毛细管

下的折射率测量结果近似相等。图２１为不同毛细

管下折射率均值的线性拟合结果。从中可以发现，

溶液折射率与ＮａＣｌ的质量浓度存在近似的线性关

系。这一结论也验证了彩虹测量技术对溶液浓度测

量的可行性。

比较数值计算结果和实验测量结果发现，实验

图１９ ０．５ｍｍ内径毛细管出口处ＮａＣｌ溶液液柱的彩虹

的反演结果。（ａ）折射率反演结果；（ｂ）半径反演

　　　　　　　结果

Ｆｉｇ．１９Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｒａｉｎｂｏｗｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙ

ＮａＣｌｓｏｌｕｔｉｏｎｃｏｌｕｍｎａｔｔｈｅｅｘｐｏｒｔｏｆｔｈｅｃａｐｉｌｌａｒｙ

ｏｆｉｎｎｅｒｄｉａｍｅｔｅｒ０．５ｍｍ．（ａ）Ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ　ｉｎｄｅｘ

ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ；（ｂ）ｒａｄｉｕｓｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

结果的误差较大，这是因为数值计算结果的误差仅

来源于经验公式适用范围，而实际彩虹信号还受到

噪声影响。以图１６中测量信号第二峰为例，其叠加

波结构被严重破坏，峰顶前半部分幅值明显比后半

部分大，因此低频分量的峰值位置前移，造成半径反

演值偏大。若第一峰叠加波结构也发生上述问题，

低频分量曲线峰值位置偏移，将同时导致折射率和

半径的测量误差。此外，反演算法的不足之处在于

算法的较为耗时，其原因为德拜理论与米氏散射理

论的计算量与半径近似成正比关系。对于内径为

０．５ｍｍ的毛细管，反演算法第二步耗时约１０ｓ，第

三步耗时约１５ｓ（４９个离散点）；然而对于１ｍｍ的

毛细管，反演算法第二步耗时约２８ｓ，第三步耗时约

４０ｓ（４９个离散点）。与前文提到的半径为０．１ｍｍ

时，两步耗时分别为２．５ｓ及３ｓ相比，半径较大时

测量的实时性较差。观察图１９和图２０发现，比较

反演算法第二步结果与第三步的结果，可以发现第

二步的测量精度略低，但是仍然具有较小的测量误

差。若为了提高反演算法的实时性，可以将算法精

简为只含有前两步。
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图２０ １ｍｍ内径毛细管出口处ＮａＣｌ溶液液柱的彩虹的

反演结果。（ａ）折射率反演结果；（ｂ）半径反演

　　　　　　　　　结果

Ｆｉｇ．２０Ｉｎｖｅｒｓｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｈｅｒａｉｎｂｏｗｐｒｏｄｕｃｅｄｂｙ

ＮａＣｌｓｏｌｕｔｉｏｎ ｃｏｌｕｍｎ ａｔｔｈｅ ｅｘｐｏｒｔ ｏｆｔｈｅ

ｃａｐｉｌｌａｒｙｏｆｉｎｎｅｒｄｉａｍｅｔｅｒ１ｍｍ．（ａ）Ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅ

ｉｎｄｅｘｉｎｖｅｒｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ； （ｂ）ｒａｄｉｕｓｉｎｖｅｒｓｉｏｎ

　　　　　　　　ｒｅｓｕｌｔｓ

图２１ 不同内径毛细管下折射率测量值及线性拟合结果

Ｆｉｇ．２１ Ｍｅａｓｕｒｅｄ ａｎｄ ｌｉｎｅａｒｌｙ ｆｉｔｔｅｄ ｖａｌｕｅｓ ｏｆｔｈｅ

ｒｅｆｒａｃｔｉｖｅｉｎｄｅｘｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｎｅｒｄｉａｍｅｔｅｒｓｏｆ

　　　　　　　　ｔｈｅｃａｐｉｌｌａｒｙ

５　结　　论

在研究德拜理论（狆＝２）与彩虹信号低频分量

重合程度的基础上，建立了目标函数，提出了基于德

拜理论（狆＝２）的液柱参数彩虹技术反演算法，并在

参数较大范围变化的前提下进行了相应的数值模拟

和实验研究。由于小粒径的彩虹信号低频分量与德

拜理论（狆＝２）模拟值有较大的偏差，反演算法对半

径的测量下限为６０μｍ。半径测量值的相对误差在

８％以内，折射率测量值的误差绝对值小于５×１０－４。

这一结果较传统的基于经验公式的测量方法有较大

的提高。反演算法的不足之处在于耗时较大，为了

提高实时性而略去算法的第三步，但仍能获取较高

精度的测量结果。
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