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强非局域非线性介质中复宗量厄米 高斯光束的传输
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摘要　利用ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型讨论了笛卡儿坐标系下（１＋１）维和（１＋２）维光束的传输过程，得到了强非局域非

线性介质中传输光束的复宗量厄米 高斯型解。该解为抛物线柱函数对高斯光束的调制。给出了复宗量厄米 高

斯光束共线传输情况。在一定条件下共线传输的复宗量厄米 高斯型光束演化为涡旋光束。给出了单束复宗量和

涡旋复宗量厄米 高斯光束在临界功率下的传输过程，发现它们在传输过程中光束截面和光斑尺寸呈现周期性的

呼吸变化，即为呼吸子或旋转涡旋呼吸子。
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１　引　　言

光束在非局域非线性介质中传输时由于光束与

介质之间发生的非线性效应可以实现自导，这类光

束又称作自导光束。当自导光束在传输过程中传输

截面上强度分布不改变时即为光孤子。非局域空间

光孤子在传输过程中衍射效应和由自聚焦引起的非

线性效应达到完美平衡［１～５］。当这种平衡被打破

时，空间光束的传输呈现呼吸子状态［１，６～８］。非局域

空间孤子和非局域空间呼吸子由非局域非线性薛定

谔方程描述，其中非线性项反映的是对称实响应函

数情况下介质的非局域形式［６］。在强非局域条件下

将非线性方程线性化处理，可得到光束传输的线性

模型，即ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型
［２］，并得出高斯型稳

定的光孤子解［１］。高斯型孤子在传输方向的正交截

面上强度分布只有一个峰值，被认为是在传输介质

中最能有效自导的光束，高斯型孤子为最低阶孤子，

也即基模孤子［９，１０］。Ｃｏｎｔｉ等
［５，６］在向列型液晶中观

察到了强非局域光孤子，而且从理论和实验上都证

实了向列型液晶是一种强非局域非线性介质。２００５

年Ｒｏｔｓｃｈｉｌｄ
［１１］等证明铅玻璃也是一种强非局域非

线性介质。强非局域非线性介质的相继出现使得强

非局域非线性介质中光束传输的研究更加热烈。

标准厄米 高斯型解，拉盖尔 高斯型解和因氏

高斯型解组成了傍轴光束传输时的三个完备正交解

系。这三种类型的光束在强非局域非线性介质中的

传输过程都得到了研究［１０，１２］，其中因氏 高斯光在

一定条件下可以连续而精确地转换为拉盖尔 高斯

光或厄米 高斯光［９］。但复宗量厄米 高斯光束在强

非局域介质中的传输目前还未得到深入研究。呼吸

子传输最近也引起科研工作者的兴趣［１３］。迄今为

１１１９００２１
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止，在笛卡尔坐标系下强非局域非线性介质中囊括

光孤子和呼吸子传输的共同解析解目前还没有给

出，在该介质中旋转涡旋光束的传输理论还可以进

一步完善。

本文利用ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型，讨论了笛卡尔坐

标下强非局域非线性介质中的光束传输过程，给出了

强非局域介质中传输光束综合光孤子和呼吸子传输

的一般解析解。通过选择解析解中的两个参量的值

可以获得自导光束的标准厄米 高斯型解和复宗量厄

米 高斯型解。复宗量厄米 高斯解和标准厄米 高斯

解的区别在于描述前者的厄米多项式为复变量而后

者为实变量。对于高阶厄米型模式解，复变量厄米

高斯型本征函数组成双正交完备解系，其波前不再是

球面［１４］，因而它们不再是传统球面镜光学谐振腔的

本征函数，而可以组成其他结构的光学谐振腔的基函

数，在光学传输问题上具有其独特的价值。本文讨论

了（１＋１）维和（１＋２）维复宗量厄米 高斯光束的传输

过程，讨论了共线传输的两束复宗量厄米 高斯型光

束的相互作用，理论上发现当双光束选择任意阶数传

输时，叠加光场的截面呈现出不同的强度和相位分

布。在一定条件下，传输光场呈现出涡旋现象，产生

了涡旋光场，不同于戴继慧等［１５］给出的强非局域介

质中涡旋光束的传输过程。此外，还给出了旋转涡旋

呼吸子在不同传输距离上的截面光强和相位图。

２　傍轴条件下（１＋犇）维光束的复宗

量厄米 高斯解

在由强非局域非线性介质构成的介质波导［（１＋

犇）维介质］中，光束的演化满足线性方程
［１，４，７，９，１６］：

ｉ
ψ
狕
＋μ

２
⊥ψ－

１

２ρ
γ犘０狉

２

ψ＝０， （１）

式中ψ（狉，狕）＝（狉，狕）ｅｘｐ（－ｉ犽η犚０犘０狕），（狉，狕）是傍轴

光束｛傍轴光束（狉，狕）与线极化电场强度犈（狉，狕）的

关系是犈（狉，狕）＝（狉，狕）ｅｘｐ［－ｉ（ω狋－犽狕）］｝，μ＝

１／（２犽），ρ＝犽η，其中犽＝ω狀０／犮，ω是光频，犮是光速，狀０

是材料的线性折射率，η是介质常数 （η＞０，η＜０分

别表示聚焦或散焦介质），犘０是入射光功率，狕为径向

坐标（光束的传输轴），狉是犇维（犇＝１，２）横向空间坐

标。（１）式中的其他两个参量犚０和γ分别为

犚０ ＝犚（０），γ＝－ｄ
２犚（狉）／ｄ狉２ 狉＝０（γ＞０），

式中犚（狉）为介质的非线性响应函数。可见（狉，狕）和

ψ（狉，狕）只有一个依赖于输入总功率和介质长度的相

位因子差别，因此求出了ψ（狉，狕），就等于求出了傍轴

光束（狉，狕）。（１）式就是ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型
［１］。

构造试探解形式为某函数对高斯型函数的调

制，即

ψ（狉，狕）＝ψＦ（狉，狕）ψＧ（狉，狕）． （２）

将（２）式代入（１）式，并结合

ｉ
ψＧ（狉，狕）

狕
＋μ

２
⊥ψＧ（狉，狕）－

１

２ρ
γ犘０狉

２

ψＧ（狉，狕）＝０，

（３）

有［８］

ｉψＧ（狉，狕）
ψＦ（狉，狕）

狕
＋μ

２
⊥ψＦ（狉，狕）＋

２μ
ψＦ（狉，狕）

狓
ψＧ（狉，狕）

狓
＋
ψＦ（狉，狕）

狔

ψＧ（狉，狕）

［ ］狔
＝０．

（４）

对于自聚焦介质（η＞０），（３）式有如下高斯形式的单

光束精确解［１，７，１６］：

ψＧ（狉，狕）＝
犘槡 ０ｅｘｐｉθ（狕［ ］）

槡π狑（狕）
ｅｘｐ－

狉２

２狑（狕）２
＋ｉ犮（狕）狉［ ］２ ，

（５）

式中狑（狕），犮（狕）和θ（狕）分别为光束束宽，波前曲率

和复振幅相位：

狑（狕）＝狑０ ｃｏｓ
２（β０狕）＋

犘ｃ
犘０
ｓｉｎ２（β０狕［ ］）

１／２

，（６）

犮（狕）＝
犽β０（犘ｃ／犘０－１）狑

２
０ｓｉｎ（２β０狕）

４狑２
， （７）

θ（狕）＝－ａｒｃｔａｎ
犘ｃ
犘０
ｔａｎ（β０狕槡［ ］）， （８）

式中 狑０ ＝ 狑（狕）狕＝０，　β０ ＝ （γη犘０）
１／２，　犘ｃ ＝

１／（γη狑
４
０犽
２）为入射光束的临界功率。当犘０＝犘ｃ时，

组成三种完备正交解系的高斯型光束在传输过程中

非线性压缩刚好平衡线性衍射展宽，即光束呈现孤

子状态传输。

为了获得模型的复宗量解，将调制光束改写为

ψＦ（狉，狕）＝犉（狌）犣（狕）， （９）

式中狌＝狉／κ（狕）。

将（５）～（９）式代入（４）式，对于（１＋１）维有

ｄ２犉（狌）

ｄ狌２
－狌

ｉ

２μ

ｄκ
２

ｄ狕
＋２
κ
２

狑２
－４ｉ犮（狕）κ［ ］２ ｄ犉（狌）ｄ狌

＋

ｉ犉（狌） κ
２

μ犣（狕）
ｄ犣（狕）

ｄ狕
＝０． （１０）

令 １

２μ

ｄκ
２

ｄ狕
－２ｉ

κ
２

狑２
－４犮（狕）κ

２
＝１， （１１）

ｉ
κ
２

μ犣（狕）
ｄ犣（狕）

ｄ狕
＝－ν－

ｉ

２
， （１２）

式中ν为分离常数，狌＝｜狌｜，则（１０）式可以写为

ｄ２犉（狌）

犱狌２
－ｉ狌

ｄ犉（狌）

ｄ狌
－ ν＋

ｉ（ ）２ 犉（狌）＝０．

（１３）

１１１９００２２
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设χ（狕）＝槡ｉκ（狕），结合（６）～（８）式，（１１）式和（１２）

式的解为

χ
２
＝
１

２
狑２（狕）｛［１＋犆ｅｘｐ（－４ｉθ（狕）］｝，（１４）

犣（狕）＝犣（０）｛ｅｘｐ［４ｉθ（狕）］＋犆｝
ｉν／２－１／４， （１５）

式中犆为积分常数。（１４）式表明，参量χ影响高斯光

束的复振幅；当犆＝０时，χ
２
＝
１

２
狑２（狕），此时槡２χ表

征高斯光束的束宽。变量犣（狕）主要影响高斯光束的

相位，初始值犣（０）＝ （１＋犆）
ｉν／２－１／４。（１５）式要求积

分常数犆≠－１。

令犉（狌）＝犌（狌）ｅｘｐ（ｉ狌
２／４）

［１７～１９］，（１３）式变成

ｄ２犌（狌）

ｄ狌２
＋
狌２

４
－（ ）ν犌（狌）＝０． （１６）

式中为公认的抛物型柱面微分方程［１８］，其解为由变

量狌和参数ν共同决定的奇偶抛物线柱函数
［１８，１９］：

犌ｅν（狌）＝狌ｅｘｐ－
ｉ狌２（ ）４ １

犉１
１

４
－
ｉν
２
，１
２
，犻
２
狌（ ）２ ，（１７）

犌ｏν（狌）＝ｅｘｐ－
ｉ狌２（ ）４ １

犉１
３

４
－
ｉν
２
，３
２
，犻
２
狌（ ）２ ，（１８）

式中ｅ和ｏ分别表示函数的偶模式和奇模式。广义

超几何级数１犉１（犪，犫，犵）定义为

１犉１（犪，犫，犵）＝∑
∞

狀＝０

（犪）狀
狀！（犫）狀

犵
狀，

式中 （犪）狀 ＝犪（犪－１）（犪－２）…（犪－狀＋１）。

综合上述各个方程的解，则（１）式的解为

ψ
（ｅ，ｏ）（狉，狕）＝犃

（ｅ，ｏ）犣（狕）犌
（ｅ，ｏ）
狏

狉（ ）χ ψＧ（狉，狕），（１９）

式中犃
（ｅ，ｏ）为归一化常数，由表达式∫

＋∞

－∞

ψ
（犲，狅）（狉，０）２ｄ狉＝

犘０确定。

由抛物线型柱函数和广义合流超几何级数的关

系，（１９）式可改写为

ψ
（ｅ，ｏ）（狉，狕）＝犃

（犲，狅）犣（狕）
狉（ ）χ

０，１

ψＧ（狉，狕）１犉１
２１

４
－
ｉν
２
，２１
２
，狉

２

２χ
（ ）２ ． （２０）

对应于函数的偶模式，狉／χ的指数取０，否则取１。（１９）式和（２０）式为（１）式的精确解析解。

为了探讨强非局域介质中复宗量厄米 高斯光束的传输，令ν＝－ｉ（犿＋１／２）
［１７，１８］，结合表达式

１犉１ －
１

２
犿，
１

２
，狉

２

２χ
（ ）２ ＝（－１）犿／２ （犿／２）！犿！

犎犿

狉

槡２χ（狕
［ ］）１

犉１ －
１

２
（犿－１［ ］），３２，

狉２

２χ
｛ ｝２ ＝

１

２
（－１）

犿／２－１／２ （犿／２－１／２）！

犿！

狉

槡２χ（狕
［ ］）

－１

犎犿

狉

槡２χ（狕
［ ］），

（２０）式可写成

ψ（狉，狕）＝犃（１＋犆）
－犿／２ 犆＋ｅｘｐ［４ｉθ（狕｛ ｝）］犿／２

狑（狕槡 ）
犎犿

狉

狑（狕） １＋犆ｅｘｐ［－４ｉθ（狕槡
｛ ｝）］ｅｘｐ

狉２

２狑２（狕［ ］）ｅｘｐ［ｉθ（狕）］，（２１）

式中犃为归一化常数，保证光束在传输过程中功率

守恒。积分常数犆可以取除－１以外的一切实数（本

文犆取正数），犿 为高斯光束的模数。狑（狕），θ（狕）由

（６）式和（８）式确定。

下面讨论积分常数的取值与传输光束的关系。

当犆＝０，犿＝０时，（２１）式为基模高斯型光孤子；当

犆＝０，犿≠０时，（２１）式则为高阶厄米孤子解
［９］；当

犆＝１，犿≠０时方程演变为自导复宗量厄米 高斯

解。图１给出犆取不同值时（１＋１）维（即犇＝１，狉＝

狓或狉＝狔。此处取狉＝狓）二阶一般厄米 高斯光束

的传输情况，其中犘０／犘ｃ＝１，狕Ｒ ＝犽狑
２
０，狑０ 为光束

的初始束宽。由图可见，犆＝０时光束束宽不随传输

距离变化而变化，即为二阶厄米 高斯型光孤子；当

犆≠０时，传输光束束宽随传输距离周期变化，传输

周期为π／狕Ｒ
［１７］，光束呈现呼吸状态传输。犆的取值

越大，光束初始传输时越靠近传输轴。因此光束初始

传输时的发散情况可由犆的取值来表征，犆＝１为二

阶复宗量厄米 高斯光束。

３　强非局域介质中复宗量厄米 高斯

光束的相互作用

（１＋２）维［即犇＝２，狉＝（狓，狔）］复宗量厄米 高

斯解即为两个一维复宗量厄米 高斯解的乘积：

ψ犿狀（狓，狔，狕）＝ψ
（ｅ，ｏ）
犿 （狓，狕）ψ

（ｅ，ｏ）
狀 （狔，狕）， （２２）

式中 犿，狀 为与参数ν 相关的模数，ψ
（ｅ，ｏ）
犿 （狓，狕），

ψ
（ｅ，ｏ）
狀 （狔，狕）由（２０）式或（２１）式给出。图２给出了犆

取不同值时（１＋２）维厄米 高斯光束的传输情况，

其中犘０／犘ｃ＝１，犿＝２，狀＝２。由图可见，当犆的取

值变化时，传输光束截面光强分布呈现规律性变

１１１９００２３
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图１ （１＋１）维自导二阶复宗量厄米 高斯光束归一化光强与传输距离的关系，犆分别取０（ａ），０．５（ｂ），１（ｃ），２（ｄ）

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｏｒ（１＋１）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ２ｏｒｄｅｒＥＨＧＢａｎｄｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅ

ｗｉｔｈ犆ｅｑｕａｌｔｏ０（ａ），０．５（ｂ），１（ｃ）ａｎｄ２（ｄ）

图２ （１＋２）维自导复宗量厄米 高斯光束归一化光强与传输距离的关系，犆分别取０（第一行），

０．５（第二行），１（第三行），１．５（第四行）

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆｏｒ（１＋２）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＥＨＧＢａｎｄｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅ

ｗｉｔｈ犆ｅｑｕａｌｔｏ０，０．５，１ａｎｄ１．５ｆｒｏｍｔｈｅｔｏｐｔｏｂｏｔｔｏｍ

化；犆＝０时传输光束为（１＋２）维厄米 高斯光孤

子；犆≠０时传输光束的有效束宽随传输距离出现

周期性变化，即为（１＋２）维厄米 高斯呼吸子。犆的

取值越大，光斑尺寸越小。

对于两束共线传输的（１＋２）维复宗量厄米 高

斯光束，其解为各自解的线性叠加，叠加场可以由下

式来描述［２０］：

ψ＝ｓｉｎθψ犿１，狀１＋ｃｏｓθψ犿２，狀２ｅｘｐ（ｉσ）， （２３）

式中ψ犿１，狀１，ψ犿２，狀２分别由（２２）式给出，σ表示两光束的

初始相位差，两束光的振幅比满足 犐１／犐槡 ２ ＝ｔａｎθ，

１１１９００２４



张霞萍：　强非局域非线性介质中复宗量厄米 高斯光束的传输

Ｉ１，犐２ 分别为两束光的光强
［２１］。参量θ表征两束光孤

子 在组合中的权重。当θ＝０，π，２π时，组合中只有

ψ犿２，狀２；当θ＝π／２，３π／２时，组合中只有ψ犿１，狀１；当θ在

０～２π之间连续变化时，组合光束截面上的光强分

布呈现出复杂的结构。图３表明共线传输复宗量厄

米 高斯光束光强和相位随权重的不同而不同，图中

第一行和第三行为光强图，第二行和第四行为相位

图，其中犘０／犘ｃ＝１，犿１＝１，狀１＝２，犿２＝２，狀２＝３，

坐标轴范围为－５狑０ ～５狑０。

当θ＝π／４，σ＝π／２，３π／２时，相邻奇偶模式的复

宗量厄米光束相互作用后产生自导涡旋光束［１７］：

ψ
±
狆，犾（狓，狔，狕）＝

槡２
２ ψ

犿，２狀（狓，狔，狕）［ ±

ｉψ犿－１，２狀＋１（狓，狔，狕 ］）， （２４）

图３ （１＋２）维复宗量厄米 高斯光束共线传输时光束归一化光强和相位与权重θ的关系

Ｆｉｇ．３ Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄｐｈａｓｅｆｏｒ（１＋２）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌＥＨＧＢｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｗｅｉｇｈｔθ

图４ （１＋２）维复宗量厄米涡旋光束归一化光强和相位与传输距离的关系

Ｆｉｇ．４ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｉｎｔｅｎｓｉｔｙａｎｄｐｈａｓｅｆｏｒ（１＋２）ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｓｅｌｆｔｒａｐｐｅｄＥｌｅｇａｎｔＨｅｒｍｉｔｅｖｏｒｔｅｘ

ｂｅａｍｓａｎｄｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅ

１１１９００２５
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式中“±”号代表光束涡旋的方向，狆＝２狀＋犿，犾＝

犿。图４给出了狆＝４，犾＝２时涡旋光束在不同传输

距离上的截面光强分布结构，图中第一行和第二行

为（２４）式中取“＋”号的情况，第三行和第四行为

（２４）式中取“－”号的情况，坐标轴范围为－５狑０ ～

５狑０，犘０／犘犮 ＝１。由图可见，涡旋光束在传输过程中

截面强度分布发生变化，光束有效束宽呈现出周期

性变化的特征，即产生了旋转涡旋呼吸子。

４　结　　论

利用强非局域非线性介质中光束传输所满足的

ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型得到了笛卡儿坐标系下（１＋

１）维和（１＋２）维传输光束更为一般的厄米 高斯型

解析解，两个参数决定了该解的结构。给出了参数

选取特定值时的标准厄米 高斯型解和复宗量厄米

高斯型解。复宗量厄米 高斯型解构成双完备正交

系的特征函数，可以组成超出传统球面镜谐振腔产

生光束的基本解系，在光学传输中有其特殊的意义。

数值模拟了入射功率为临界功率时复宗量厄米 高

斯光束的传输过程。在一定条件下，共线传输的复

宗量厄米 高斯光束产生旋转涡旋呼吸子。
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