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一种基于瞳面相位差的波前传感器相位恢复
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摘要　根据瞳面相位差波前传感器的特点，提出把模式分解和随机并行梯度下降算法结合起来实现波前相位的恢

复。以３２单元变形镜的初始面形和Ｒｏｄｄｉｅｒ提出的相位生成方法随机产生的一帧相屏为研究对象，分析所提出的

相位恢复算法的性能。结果表明，两种情况下的畸变波前都得到了很好的恢复。当像差仅含有低阶成分时，使用

模式分解法就可获得令人满意的效果。高阶成分较多时，各阶之间的耦合使得模式分解法的误差增大。采用模式

分解法得到初始解，在初始解的基础上继续采用随机并行优化算法进行优化，可以得到精确解。对噪声情况下的

相位恢复结果表明，该相位恢复算法具有较强的抗噪能力。
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１　引　　言

由光学系统内不同平面上的光强分布来重构波

前相位的算法最早由 ＧｅｒｃｈｂｅｒｇＳａｘｔｏｎ等
［１，２］提

出，即ＧＳ算法。１９７３年 Ｍｉｓｅｌｌ仿照ＧＳ算法方案

提出 Ｍｉｓｅｌｌ算法，利用两个具有不同离焦值的离焦

像的强度分布恢复波前。相位差法（ＰＤ）则是基于

ＧＳ算法和 Ｍｉｓｅｌｌ算法原理，通过类似ＧＳ的迭代方

法利用两幅或多幅图像的强度分布来实现波前的重

构［３，４］。目前ＰＤ方法主要用于大型地面望远镜和

空间望远镜的像差检测及高分辨率图像恢复等领

域［５～７］。国内多家单位也分别进行了由光学系统内

不同平面上的光强分布来重构波前相位［８，９］及传统

ＰＤ方法的分析和应用研究
［１０～１２］。

Ｃａｍｐｂｅｌｌ等
［１３］于２００４年提出了瞳面相位差法

１１１２００２１
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（ＰＰＤ）用于波前传感。该方法使用了一对符合一定

条件的像差作为滤波核函数对待测波前分别进行滤

波，得到两幅图像，再将两幅图像做差运算得到传感

器输出信息，这里的一定条件是指滤波核函数傅里

叶变换的实部和虚部分别满足偶对称条件，如离焦、

球差等等。与传统ＰＤ方法和曲率传感器最大的区

别在于利用了待测波前的像进行波前传感，而前两

者都是利用待测波前的远场光斑信息。该传感器对

待测波前是否连续没有要求，因此既可用于连续波

前测量，也可用于非连续波前的测量。文献［１３］采

用了ＧＳ迭代算法进行波前的恢复，该方法计算量

大、收敛速度慢，且没有充分利用该传感器的特点。

本文在介绍瞳面相位差法的原理基础上，尝试先进

行Ｚｅｒｎｉｋｅ模式分解，再用随机并行优化的方法求

解波前。

２　瞳面相位差法波前传感原理

瞳面相位差法使用一对符合一定条件的像差作

为滤波核函数对待测波前分别进行滤波，得到两幅

图像，再将两幅图像做差运算得到传感器输出信息。

如图１所示，传感器主要由透镜Ｌ１、光栅透镜组合、

ＣＣＤ相机、图像采集卡等组成。待测波前（狉）经透

镜Ｌ１、光栅透镜组合滤波后在ＣＣＤ上成像，由于光

栅透镜组合的特殊作用，在ＣＣＤ上可同时得到＋１

阶和－１阶的衍射图像
［１４］，将两幅图像进行减运算，

得到瞳面相位差波前传感器输出信息犇ｒ。

图１ 瞳面相位差波前传感器原理图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｔｈｅｗａｖｅｆｒｏｎｔｓｅｎｓｏｒｂａｓｅｄｏｎ

ｐｕｐｉｌｐｈａｓｅｄｉｖｅｒｓｉｔｙ

由图１得到传感器输出信息犇ｒ为

犇ｒ＝ 犉｛犉｛ｅｘｐ［ｉ（狉）］｝ｅｘｐ（ｉｄ＋）｝
２
－

犉｛犉｛ｅｘｐ［ｉ（狉）］｝ｅｘｐ（ｉｄ－ ｝）｝２
＝

ｅｘｐ［ｉ（狉）］犉［ｅｘｐ（ｉｄ＋）］
２
－

ｅｘｐ［ｉ（狉）］犉［ｅｘｐ（ｉｄ－）］
２， （１）

式中符号犉表示傅里叶变换，表示卷积，｜｜表示

取模，ｄ为滤波核函数。

图２中给出了滤波核函数为离焦像差时，几个单

阶像差和其对应的传感器输出信息，其中（ａ）～（ｄ）为

单阶像差，色条的单位为ｒａｄ，（ｅ）～（ｈ）为（ａ）～（ｄ）中

相应列的传感器输出信息，色条的单位为光强度对比

度。从图２可以看出传感器输出信息一定程度上表

征了输入波前的方向和大小。

图２ 几种单阶像差及相应的ＧＰＤ波前传感器输出信息。（ａ）～（ｄ）为待测的原始波前，

单位为弧度，（ｅ）～（ｈ）为（ａ）～（ｄ）的输出信息

Ｆｉｇ．２ Ｓｅｖｅｒａｌｉｎｐｕｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｓａｎｄｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｓｏｆｔｈｅｐｕｐｉｌｐｈａｓｅｄｉｖｅｒｓｉｔｙｂｙａｆｏｃａｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎｆｉｌｔｅｒｆｕｎｃｔｉｏｎ．（ａ）～

（ｄ）Ｉｎｐｕｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｓ（ｔｈｅｓｃａｌｅｏｆｃｏｌｏｒｂａｒｉｓｒａｄ）ａｎｄ（ｅ）～（ｆ）ｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｓｏｆ（ａ）～（ｄ）ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

３　基于模式分解和随机并行优化的相

位恢复算法及实现

３．１　基于模式分解和随机并行优化算法的相位恢

复算法

瞳面相位差波前传感的最大特点是传感器输出

信息在一定程度上可以表征待测波前的方向和大

小。理论分析中，常常采用圆域的泽尼克（Ｚｅｒｎｉｋｅ）

多项式来描述波前，针对由Ｚｅｒｎｉｋｅ多项式描述的

波前，待测波前（狉）可以看作是各阶Ｚｅｒｎｉｋｅ多项

式的线性组合：

１１１２００２２
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（狉）＝∑
犕

犼＝１

犪犼犣犼（狉）， （２）

犪犼 ＝∑
犕

犾＝１

（狉）犣犾（狉）， （３）

式中犕 为Ｚｅｒｎｉｋｅ阶数，α犼 为第犼阶Ｚｅｒｎｉｋｅ系数，

犣犼（狓，狔）为第犼阶Ｚｅｒｎｉｋｅ模式。每一阶Ｚｅｒｎｉｋｅ模

式都对应着一个独立的输出模式，如图２所示。所

以最直接的相位恢复方法则是将传感器信息按照每

一阶的独立输出模式进行多项式分解。下面给出上

述设想的理论基础。待测波前（狉）的复振幅为

ｅｘｐ［ｉ（狉）］＝ｅｘｐｉ∑
犖

犼＝１

α犼犣犼（狉［ ］）≈１＋ｉα犼犣犼（狉）．

（４）

使用犺＋ 表示（１）式中的 犉［ｅｘｐ（ｉｄ＋）］，犺－ 表示

犉［ｅｘｐ（ｉｄ－）］，并将（４）式代入（１）式可得

犇ｒ＝ １＋ｉ∑
犖

犼＝１

α犼犣犼（狉［ ］）犺＋
２

－

１＋ｉ∑
犖

犼＝１

α犼犣犼（狉［ ］）犺－
２

＝

∑
犖

犼＝１

α犼犣犼（狉）犺［ ］＋
２

－ ∑
犖

犼＝１

α犼犣犼（狉）犺［ ］－
２
，（５）

（５）式为完全平方式，将其展开、移项，并用犆表示

除平方项之外的所有余项，即交叉项，可得

犇ｒ＝犆＋∑
犖

犼＝１

（α犼犣犼（狉）犺［ ］＋
２
－

∑
犖

犼＝１

［α犼犣犼（狉）犺－］
２
＝犆＋∑

犖

犼＝１

（α犼）
２犇犼（狉），（６）

式中 犇犼（狉）＝ ［犣犼（狉）犺＋］
２
－ ［犣犼（狉）犺－］

２，而

犇犼（狉）正是第犼阶Ｚｅｒｎｉｋｅ模式的输出信息。由（６）

式可知，待测波前对应的瞳面相位差波前传感器输

出信息可以用各单阶模式对应的传感器输出信息的

线性组合表示，当然这种表示以一定的近似误差为

前提，即忽略了交叉项。犖 个Ｚｅｒｎｉｋｅ模式对应的

犖 个输出犇犼（狉）可以事先计算或测量。以上就是将

瞳面相位差波前传感器输出信息进行分解的理论根

据。但这种分解存在一定的误差，为保证相位恢复

的精度，在分解的基础上再用随机并行优化算法对

分解后的结果进行优化，以期得到最优解。本文采

用随机并行梯度下降算法（ＳＰＧＤ）
［１５，１６］对Ｚｅｒｎｉｋｅ

分解后的结果进行寻优处理。

ＳＰＧＤ算法利用系统性能指标测量值的变化量

Δ犑与控制参数的变化量Δα来进行控制参数的梯

度估计，以迭代方式在梯度下降方向上进行控制参

数的搜索，其中性能指标犑为控制参数α的函数，这

里的α为Ｚｅｒｎｉｋｅ系数向量。当输入波前为平面波

时，瞳面相位差波前传感器的输出信息为零，即为一

平面。且随着搜索的进行，当前解｛α犼｝应逐步趋于

最优解，传感器输出信息犇ｃｕｒｒ也应逐步趋于初始的

犇ｉｎｉｔ。定义系统性能指标函数

犑＝∑
（狓，狔）

犇ｉｎｉｔ（狓，狔）－犇ｃｕｒｒ（狓，狔［ ］）２， （７）

犑的值越小，相位恢复效果越好。

第犽次迭代时，Ｚｅｒｎｉｋｅ系数｛α犼｝
（犽）的计算公式

为

α
（犽）
＝α

（犽－１）
＋γΔα

（犽）
Δ犑

（犽）， （８）

式中Δα
（犽）
＝ ｛Δα１，Δα２，…，Δα狀｝

（犽）为第犽次迭代时

施加的扰动系数向量，单位为ｒａｄ，各Δα犻 相互独立

且同为伯努利分布，即各分量幅值相等 Δα犼 ＝δ，

概率犘ｒ（Δα犼 ＝±δ）＝０．５；γ为增益系数，性能指标

向极小方向优化，γ取负值。性能指标犑的变化量

Δ犑
（犽）为

Δ犑
（犽）
＝犑

（犽）
＋ －犑

（犽）
－ ， （９）

式中犑
（犽）
＋ 和犑

（犽）
－ 的计算公式为

犑
（犽）
－ ＝犑［α

（犽）
－Δα

（犽）］－犑［α
（犽）］

犑
（犽）
＋ ＝犑［α

（犽）
＋Δα

（犽）］－犑［α
（犽）烅

烄

烆 ］
． （１０）

　　ＳＰＧＤ算法的执行过程（第犽次迭代时）为

１）随机生成扰动向量Δα
（犽）
＝ ｛Δα１，Δα２，…，

Δα狀｝
（犽）；

２）使用（９），（１０）式计算目标函数的变化量

Δ犑
（犽）；

３）利用（８）式更新控制参数，进行第犽＋１次迭

代，直至满足算法结束条件。

综上所述，提出的相位恢复算法由两大部分组成。

首先利用各单阶像差对应的输出模式进行分解，得到

各阶Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的初始解；再将这个初始解作为优化

算法的初始解，传递给随机并行优化算法，最后利用随

机并行优化算法得到各阶Ｚｅｒｎｉｋｅ系数的优化解。

为验证所提出的相位恢复方法，分别以两种不

同途径得到的原始波前作为研究对象，即由干涉仪

测得的３２单元变形镜的初始面形和采用 Ｒｏｄｄｉｅｒ

提出的方法随机生成的一帧波前畸变［１７］，其中后者

的湍流条件为：犇／狉０＝５，犇 望远镜孔径，狉０ 为大气

相干长度，由前６５阶像差组成（不包括两个方向的

倾斜）。得到原始波前经瞳面相位差传感的输出信

息犇ｒ后，再对输出信息犇ｒ使用本文提出的相位恢

复方法进行波前相位恢复以考察恢复效果。

３．２　相位恢复算法数值模拟结果与分析

瞳面相位差传感器的滤波核函数采用球差像
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差，峰谷（ＰＶ）值的大小为一个λ，且分解的阶数都

取６５阶（不包含两个方向的倾斜）。为衡量相位恢

复效果，定义了一个类斯特雷尔比（ＳｔｒｅｈｌＲａｔｉｏｎ）

误差指标犈，定义如下：

σ
２
＝∑ φｏｒｉｇｉｎａｌ－φ（ ）ｒｅｔｒｉｅｖａｌ

２ 犕２，

犈≈ｅｘｐ（－σ
２）， （１１）

式中φｏｒｉｇｉｎａｌ为待检测的原始相位，φｒｅｔｒｉｅｖａｌ为恢复的相

位，两者单位均为弧度，犕 为像素数。犈的取值范围

在０～１之间，并且当完全恢复时，犈值取最大为１。

考察了３２单元变形镜的初始面形恢复情况，结

果如图３所示。图３中的结果仅仅使用了模式分解

法，即相位恢复算法的第一步。图３（ａ）为初始面

形，ＰＶ值为２．７７ｒａｄ，均方根（ＲＭＳ）值为０．５３ｒａｄ，

图３（ｂ）为相应的瞳面相位差法波前传感器输出信

息，图３（ｃ）是图３（ｂ）信息使用相位恢复算法恢复的

结果，图３（ｄ）为恢复残差，即图３（ａ）和图３（ｃ）的差

值。图３（ａ），（ｃ）和（ｄ）的色条单位为ｒａｄ，图３（ｂ）的

单位为光强对比度。从图３（ｂ）可以看出，传感器输

出信息和原始波前的位置和形状有非常好的相似

性。图３（ｃ）和（ｄ）的结果说明待测波前得到了很好

的恢复。根据（１１）式，此时犈值为１。

图３ ３２单元变形镜初始面形及相位恢复情况

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｉｔｉａｌｓｈａｐｅａｎｄｐｈａｓｅｒｅｃｏｖｅｒｙｓｉｔｕａｔｉｏｎｏｆ３２ｅｌｅｍｅｎｔｄｅｆｏｒｍａｂｌｅｍｉｒｒｏｒ

图５ 犇／狉０＝５时随机生成的一帧像差和相位恢复结果

Ｆｉｇ．５ Ａｒａｎｄｏｍｌｙｇｅｎｅｒａｔｅｄａｓｃｒｅｅｎｏｆａｂｅｒｒａｔｉｏｎａｎｄｐｈａｓｅｒｅｃｏｖｅｒｙｒｅｓｕｌｔｗｈｅｎ犇／狉０＝５

　　图４给出了性能指标犑的变化曲线。图中的指

标变化曲线表明经过大约５次的模式分解性能指标

值接近于零。对于变形镜初始面形的恢复，仅仅采

用了模式分解就取得了很好的效果，这跟变形镜初

始面形大部分为低阶像差、且像差较小有关系。由

（６）式可知，像差中所包含的阶数越少，交叉项Ｃ所

占的比重越小，则模式分解的误差就会越小。因此，

对于系统中像差主要是由低阶像差组成时，仅仅模

式分解算法就可以得到较好的相位恢复结果。

采用Ｒｏｄｄｉｅｒ提出的方法随机生成的一帧波前

畸变和相应的恢复效果如图５所示，待测原始波前

ＰＶ值为６．７ｒａｄ，ＲＭＳ为１．３２ｒａｄ。图５（ａ）为初始

面形，图５（ｂ）为相应的瞳面相位差波前传感器输出

信息，图５（ｃ）使用相位恢复算法恢复从图５（ｂ）得

到，图５（ｄ）为恢复残余像差。图５（ａ），（ｃ）和（ｄ）的

图４ 性能指标犑随迭代次数的变化曲线

Ｆｉｇ．４ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｏｆｔｈｅｍｅｔｒｉｃｆｕｎｃｔｉｏｎ犑

色条单位为ｒａｄ，图５（ｂ）的单位为光强对比度。对

比图５（ｂ）和图５（ａ）可以发现，在像差中含有较多高

频分量时，传感器输出信息和原始待测波前的相似

度明显变弱，但原始波前的大致轮廓依然可以分辨。

图５（ｄ）的残差表明，恢复出的相位和原始待测波前
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相比在边缘处仍有一定的误差，这些误差应当是由

像差中的高频分量引起。此时犈值为０．９９９９。

图６（ａ）给出了性能指标犑的变化曲线，其中虚

线为仅仅采用了随机并行优化算法的迭代曲线，实

线为先分解再优化的指标迭代曲线；图６（ｂ）为恢

复后 的 各 阶 Ｚｅｒｎｉｋｅ 系 数 与 待 测 原 始 波 前 的

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数对比，考虑到图的分辨率，仅给出了前

３５阶系数（不包括两个方向的倾斜）。从图６（ａ）可

以看出，单独使用随机并行优化算法也可以获得比

较好的恢复结果（虚线），但收敛速度明显比实线慢

得多，且精度不够高，性能指标值从开始的３．０７×

１０４降低到８５０。同时，当输入的待测波前包含有相

对多的高频分量时，如果仅仅使用模式分解也会使

相位恢复精度受到限制，如图中的性能指标值从开

始的３．０７×１０４ 降低到８．２×１０３（实线的起始点

处）。此时（６）式中交叉项Ｃ所占的比重较大，所以

模式分解的误差就会增大。图６（ａ）中的实线表明

当把模式分解法和随机并行优化算法结合起来使用

后，不但加快了收敛速度而且恢复的精度也有一定

程度的提高，实线中的性能指标值从开始的３．０７×

１０４ 降低到０．９。从图６（ｂ）可以发现，恢复后的

Ｚｅｒｎｉｋｅ系数和初始的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数相比，相对低阶

的系数基本一致，在高阶处出现了少量的误差。

图６ 性能指标变化曲线（ａ）和恢复后的各阶Ｚｅｒｎｉｋｅ系数与待测原始波前的Ｚｅｒｎｉｋｅ系数对比（前３５阶）（ｂ）

Ｆｉｇ．６ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘ（ａ）ａｎｄｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｉｎｐｕｔｗａｖｅｆｒｏｎｔｔｏｂｅｃｏｒｒｅｃｔｅｄ

ａｎｄｔｈｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｗａｖｅｆｒｏｎｔ（ｂ）

　　由于实际系统中，成像噪声无法避免，下面以图

５（ａ）中的原始待测波前为研究对象，给两幅±１阶

图像分别添加不同的高斯噪声，然后计算两幅图像

的差，得到含有噪声的传感器输出信息，再利用相位

恢复算法进行相位恢复，以分析噪声情况下的相位

恢复算法的性能。信噪比（ＳＮＲ）计算公式为

犚ＳＮ ＝１０ｌｇ∑犇ｒ（狓，狔）［ ２

∑犖（狓，狔）］
２ ．（１２）

　　图７给出了ＳＮＲ分别为５，１０，１５和２０ｄＢ时

的性能指标变化曲线。从图７中可以看出，噪声越

图７ 不同噪声情况下的性能指标变化曲线

Ｆｉｇ．７ Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｅｖｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅ

强，计算出的初始指标值越大，波前恢复的精度越

小，其中ＳＮＲ为１５ｄＢ和２０ｄＢ时，两条曲线接近

于无噪声时，５ｄＢ时恢复效果相对最差。

图８为ＳＮＲ分别为１０ｄＢ和５ｄＢ时的传感器输

出信息、恢复相位及未恢复的残余像差，其中图８（ａ）～

（ｃ）为犚ＳＮ＝１０ｄＢ时的情况，图８（ｄ）～（ｆ）为犚ＳＮ＝５ｄＢ

时的情况。

图８ 不同噪声情况下的瞳面相位差传感器

输出信息和相应的相位恢复结果

Ｆｉｇ．８ Ｏｕｔｐｕｔｓｉｇｎａｌｓａｎｄｐｈａｓｅｒｅｓｔｏｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

ｏｆＰＰＤｕｎｄｅｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｎｏｉｓｅ

对比图８和图５，可以看出，当噪声非常强（如

５ｄＢ）时，相位恢复效果稍微变差。根据（１１）式的计
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算结果，此时犈值为０．９９８５，这表明在信噪比很低

的情况下，使用本文中的相位恢复算法依然能够取

得较好的结果。具有较强的抗噪能力可能来源于两

个方面：１）相位恢复算法，２）传感器原理。观察图１

中的瞳面相位差波前传感器实现原理可以发现，计

算输出信息犇ｒ的两个±１阶图像取自于同一个成

像元件，两幅图像含有相同类型的噪声。在两幅图

像做差运算的过程中，一定程度上减轻了光学系统

的成像噪声对波前恢复效果的影响。

４　结　　论

瞳面相位差法与传统ＰＤ方法和曲率传感器最

大的区别在于利用了待测波前的像进行波前传感，

而前两者都是利用待测波前的远场光斑信息。因此

波前传感信息一定程度上表征了待测波前的大小和

位置信息。本文根据该传感器的特点，提出把模式

分解和随机并行梯度下降算法结合起来实现波前相

位的恢复。分别以３２单元变形镜的初始面形和采

用Ｒｏｄｄｉｅｒ提出的相位生成方法随机生成的一帧相

屏为研究对象，分析本文所提出的相位恢复算法的

性能。

结果表明，两种情况下的波前像差都得到了很

好的恢复。当像差仅含有低阶成分时，仅仅使用模

式分解法就可获得令人满意的效果。高阶成分较

多，且像差增大时，则多阶之间的耦合使得模式分解

法的误差增大。采用模式分解法得到初始解，在初

始解的基础上继续采用随机并行优化算法进行优

化，则可以得到精确解。对噪声情况下的相位恢复

结果分析表明，瞳面相位差波前传感器使用本文所

提出的相位恢复算法时具有较强的抗噪能力。

瞳面相位差波前传感无论在国内还是国外都是

一种新型的波前传感器，仍有许多问题待进一步研

究，如，瞳面相位差波前传感对连续波前和非连续波

前都适用，那么适合非连续波前的相位恢复算法如何

构造；如果采用图１中的原理图实现瞳面相位差波前

传感，则由于光栅的色散作用，当待测波前为非单色

光时，对相位恢复的效果产生的影响；当像差的高频

分量进一步增多时，本文中的相位恢复算法是否适用

等。这些也正是下一步研究工作的方向。
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