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纳米流体激光自混频功率谱及其计算

陈先庆　沈建琪　王华睿
（上海理工大学理学院，上海２０００９３）

摘要　激光自混频技术可用于纳米颗粒和纳米流体的探测。在纳米流体自混频信号自相关函数的基础上，理论推

导了功率谱函数的表达式。结果表明，纳米流体的激光自混频信号功率谱是洛伦兹线型和高斯线型的卷积，即佛

赫特（Ｖｏｉｇｔ）线型。通过数值计算研究了各种典型情况下激光自混频信号功率谱的频谱特征，颗粒定向运动速度

决定了多普勒频移和高斯线宽，颗粒粒度决定了洛伦兹线型的宽度，颗粒粒度和速度与功率谱之间的对应关系为

纳米流体的测量提供了理论基础。
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１　引　　言

最近几年研究人员将自混频相干技术引入纳米

颗粒测试技术中，发展了一种基于自混频相干技术

的动态光散射纳米颗粒测量方法［１～６］。与常规的动

态散射光测粒技术不同［７，８］，这种方法将颗粒的散

射光信号送入激光器的谐振腔放大并与原始光相干

得到混频信号（称为自混频相干信号或自混频信

号）。自混频信号的频谱特征反映了颗粒作布朗运

动的运动特征，从而间接地反映了颗粒的粒度信息。

因此，通过对自混频信号进行分析可得到纳米颗粒

的粒度及其分布。

自混频相干方法也可以应用于纳米流体的测

量。在纳米流体中，颗粒同时作布朗运动和定向运

动。文献［９］基于ＬａｎｇＫｏｂａｙａｓｈｉ速率方程，从理

论上得到了纳米流体自混频信号的时间相关函数表

达式。自相关函数的处理通常有两种方式：１）先在

时间域上采集信号序列，然后由计算机进行自相关

运算，这种处理方式比较费时；２）是采用电子相关

器，处理速度快，然而成本较高。本文在文献［９］的

基础上给出纳米流体的自混频信号的功率谱表达
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式，并对其谱线特征进行分析讨论。

２　功率谱函数

如图１所示，从激光二极管（ＬＤ）发出的光束经

凸透镜会聚形成一束会聚的高斯光束，测量区位于

会聚高斯光束的束腰中心，颗粒定向流动方向与光

束传播方向成一倾斜角度。在会聚高斯光束照射

下，位于测量区中的颗粒发出散射光。后向散射光

通过凸透镜到达激光器的出光口并进入激光介质，

对激光器内部的本征光产生反馈扰动（即自混频现

象），自混频信号通过激光器后端的光电探测器ＰＤ

接收。

图１ 纳米流体自混频测量原理示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｔｈｅｌａｓｅｒｄｉｏｄｅｓｅｌｆｍｉｘｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｒｙｆｏｒｎａｎｏｆｌｕｉｄ

　　基于ＬａｎｇＫｏｂａｙａｓｈｉ速率方程，文献［９］给出了纳米流体自混频信号的时间相关函数表达式：

犚（τ）＝犘
２
０ １＋２犿

２ 犆Ｍｉｅ
２〈犖

烐烏 烑
〉

（Ａ）

ｃｏｓ狇·狏（ ）
烐烏 烑
τ

（Ｂ）

ｅｘｐ －犇狇
２（ ）

烏 烑
τ

（Ｃ）

ｅｘｐ －
（狏２狓＋狏

２
狔）τ

２

２狑［ ］
烐烏 烑

２
０

（Ｄ

｛ ｝
）

． （１）

在（１）式的推导过程中，假定了颗粒是单分散系，所

有颗粒的定向运动速度狏一致，τ是自相关延迟时

间，狇是散射波矢矢量，对于图１所示的情况散射波

矢的方向沿狕轴正向，大小为狇＝４π／λ（其中λ是入

射光波长），狏狓，狏狔 是颗粒定向运动速度狏在狓 和狔

方向的分量，狑０ 是高斯光束束腰半径。（１）式中标

注的（Ａ）部分表示反馈强度因子，（Ｂ）部分表示颗粒

定向运动引起的多普勒频移效应，其大小为狇·狏＝

狇狏狕＝狇狏ｃｏｓθ（其中θ是狇和狏的夹角，如图１所示）。

（Ｃ）部分表示颗粒布朗运动的特征，其中扩散系数

犇（犇＝犽Ｂ犜／３πη犱）与颗粒的粒径犱、粘度系数η和

温度犜 有关。颗粒越大扩散系数犇越小，自相关函

数衰减越慢，反之颗粒越小则扩散系数犇 越大，自

相关函数衰减越快。（Ｄ）部分表示当颗粒横向通过

高斯光束时，由于光束强度分布导致的散射光起伏

信号，反映了颗粒定向运动速度的横向分量狏狓 和

狏狔。颗粒横向运动速度越快，（狏
２
狓＋狏

２
狔）／２狑

２
０ 越大，

则自相关函数衰减越快。可以看出，布朗运动和定

向运动在自相关函数中的形式不同，颗粒布朗运动

导致自相关函数随时间呈指数形式衰减，而颗粒定

向运动导致自相关函数随时间平方的指数形式衰

减。

对（１）式做傅里叶变换即可得到功率谱密度函

数表达式：

犛（ω）＝∫
∞

－∞

犚（τ）ｅｘｐ（－ｉωτ）ｄτ， （２）

式中ω＝２π犳是角频率（犳是频率）。

将功率谱函数写成如下形式：

犛（ω）＝犘
２
０２πδ（ω）＋犕犘０（ω）， （３）

式中

犕 ＝２犿
２犘２０ 犆Ｍｉｅ

２〈犖〉， （４）

犙＝
狏２狓＋狏

２
狔

２狑２０
， （５）

犘０（ω）＝∫
∞

－∞

ｃｏｓ（狇·狏τ）ｅｘｐ（－犇狇
２
τ ）×

ｅｘｐ（－犙τ
２）ｅｘｐ（－ｉωτ）ｄτ． （６）

　　可以看出，自相关函数表达式［（１）式］中第一项

的傅里叶变换是一个狄拉克δ函数，仅反映了信号

输出的平均强度，在纳米流体测量中不起作用故不

予考虑。对（６）式中的ｃｏｓ（狇·狏τ）ｅｘｐ（－犇狇
２
τ ）和

ｅｘｐ（－犙τ
２）分别做傅里叶变换：

１０２９００３２
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犐Ｌ（ω）＝∫
∞

－∞

ｃｏｓ（狇·狏τ）ｅｘｐ（－犇狇
２
τ ）ｅｘｐ（－ｉωτ）ｄτ＝

犇狇
２

（犇狇
２）２＋（ω－狇·狏）

２＋
犇狇

２

（犇狇
２）２＋（ω＋狇·狏）

２
，　

（７）

犌（ω）＝∫
∞

－∞

ｅｘｐ（－犙τ
２）ｅｘｐ（－ｉωτ）ｄτ＝

π

槡犙ｅｘｐ －
ω
２

４（ ）犙 ． （８）

容易看出犐Ｌ（ω）和犌（ω）分别为洛伦兹函数和高斯函数。根据卷积定理可知，两个函数之积的傅里叶变换就

是两个函数各自傅里叶变换的卷积。因此得到

犘０（ω）＝∫
∞

－∞

犐Ｌ（ω－ω′）犌（ω′）ｄω′＝

π

槡犙∫
∞

－∞

犇狇
２

（犇狇
２）２＋（ω－狇·狏－ω′）

２＋
犇狇

２

（犇狇
２）２＋（ω＋狇·狏－ω′）［ ］２ ｅｘｐ －ω′

２

４（ ）犙 ｄω′， （９）

令ΓＬ＝２犇狇
２，ΓＧ＝槡犙４（ｌｎ２）

１／２，狋＝
ω′

２槡犙
，狓＝

ω狇·狏

２槡犙
，狔＝

ΓＬ

ΓＧ
（ｌｎ２）１

／２
＝
犇狇

２

２槡犙
，其中ΓＬ和ΓＧ分别为

洛伦兹线型和高斯函数的半峰全宽，则上式简化为

犘０（ω）＝
π

槡犙·∫
∞

－∞

狔

狔
２
＋（狓－－狋）

２ｅｘｐ（－狋
２）ｄ狋＋∫

∞

－∞

狔

狔
２
＋（狓＋－狋）

２ｅｘｐ（－狋
２）ｄ［ ］狋 ． （１０）

　　可见，在纳米流体中同时存在颗粒定向运动和

布朗运动的情况下，自混频信号的功率谱函数第二

项［即犘０（ω）部分］是两个佛赫特（Ｖｏｉｇｔ）函数
［１０，１１］

之和，它包含了颗粒粒度、粒度分布等信息。

为研究纳米流体自混频信号的功率谱特征，需

要数值计算Ｖｏｉｇｔ函数。关于Ｖｏｉｇｔ函数的数值计

算方法，已有很多文献可供参考［１０～１２］。

３　自混频信号功率谱特征

在以下讨论中，自相关函数和功率谱通过对（１）

式（取第二项并忽略系数）和（１０）式进行数值计算得

到。当纳米流体通过高斯光束束腰位置时，定向运

动速度存在纵向（沿狕轴）分量狏狕 和横向分量狏狓，

狏狔，且同时做布朗运动。则在自相关函数中同时存在

多普勒频移项、布朗运动项和定向运动高斯项，功率

谱为Ｖｏｉｇｔ线型，如图２所示。当狇·狏＝２×１０
４ｓ－１

时，功率谱峰值出现在犳＝３．１８ｋＨｚ处。根据（１０）

式可知，狇·狏与多普勒频移犳之间满足正比关系

犳＝
狇·狏
２π

＝
２狏狕

λ
． （１１）

　　因此，只要知道入射光波长，即可从多普勒频移

得到流体定向运动速度在狕轴上的分量。

图２ 纳米流体自混频信号的自相关曲线和功率谱曲线

Ｆｉｇ．２ Ａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅｓｅｌｆｍｉｘｉｎｇｓｉｇｎａｌｓｆｏｒｔｈｅｎａｎｏｆｌｕｉｄ

　　当束腰很大（或者颗粒定向运动速度的横向分

量很小）时，自相关函数中高斯项缺失。此时，自相

关函数是指数衰减的振荡曲线，而功率谱是存在频

率偏移的洛伦兹线型，如图３所示。其峰值在犳＝

３．１８ｋＨｚ，与狇·狏＝２×１０
４ｓ－１对应。峰值频率对应

了纳米流体定向运动速度，洛伦兹线宽对应了布朗

运动速度。因此，从功率谱中可同时获得纳米流体

定向运动速度和颗粒粒度信息。
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图３ 高斯项消失时的自相关曲线和功率谱曲线

Ｆｉｇ．３ ＡｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｉｎｔｈｅａｂｓｅｎｃｅｏｆｔｈｅＧａｕｓｓｉａｎｐｒｏｆｉｌｅ

　　当颗粒粒度比较大、布朗运动可忽略时，自相关

函数中布朗运动项（洛伦兹项）缺失。此时，自相关

函数是时间平方的指数衰减振荡曲线，功率谱曲线

是存在频率偏移的高斯线型（见图４）。从功率谱中

可获得流体定向运动速度信息。

图４ 洛伦兹项消失时的自相关曲线和功率谱曲线

Ｆｉｇ．４ ＡｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｉｎｔｈｅａｂｓｅｎｃｅｏｆｔｈｅＬｏｒｅｎｔｚｉａｎｐｒｏｆｉｌｅ

图５ 多普勒频移项消失时的自相关曲线和功率谱曲线

Ｆｉｇ．５ ＡｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｉｎｔｈｅａｂｓｅｎｃｅｏｆｔｈｅＤｏｐｐｌｅｒｅｆｆｅｃｔ

　　当纳米流体同时存在布朗运动和定向运动且定

向运动速度狏与狇垂直（即θ＝９０°，狇·狏＝０）时，多普

勒频移项缺失。此时，自相关曲线不再出现振荡，功

率谱仍然是Ｖｏｉｇｔ线型且分布在低频区域，无频移。

图５给出了三个典型曲线，分别对应了（ａ）洛伦兹线

型半峰全宽ΓＬ 远小于高斯线型半峰全宽ΓＧ（■曲

线，ΓＬ＝０．０１ΓＧ），（ｂ）ΓＬ 与ΓＧ 相当（●曲线，ΓＬ＝

ΓＧ），（ｃ）ΓＬ 远大于ΓＧ（▲曲线，ΓＬ＝１００ΓＧ）。可以

看出：当ΓＬ 远小于ΓＧ 时，自相关曲线和功率谱曲

线以高斯项为主，在功率谱曲线上，当高斯项很小

（犳≥１ｋＨｚ）时才呈现出明显的洛伦兹线型；当ΓＬ

远大于ΓＧ 时，自相关曲线和功率谱曲线以布朗运

动项为主，在功率谱曲线上高斯项几乎不可见（需要

指出，当颗粒定向运动速度为零时，即使θ≠９０°也仍

然只有洛伦兹线型；当ΓＬ 与ΓＧ 很接近时，自相关

曲线的形状与上述两种情况有明显差别，功率谱曲

线则以布朗运动项为主。

图６给出了当犇狇
２＝１０３ｓ－１不变，颗粒定向运
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陈先庆等：　纳米流体激光自混频功率谱及其计算

动速度逐步增大时的自相关函数和功率谱理论曲

线。定向运动速度狏的增大同时引起狇·狏和犙 的增

大。假设纳米流体定向运动方向不变，但其狏值分别

增大到原来的２倍和３倍，根据（５）式和（１１）式可

知，狇·狏值的变化与速度的变化情况一致，而犙则分

别增大到原来的４倍和９倍。

图６ 自相关曲线和功率谱曲线与流体定向运动速度狏的关系

Ｆｉｇ．６ Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｏｎｔｈｅｆｌｏｗｉｎｇｖｅｌｏｃｉｔｙ

　　可以看出，随着定向运动速度的增大，自相关曲

线的振荡周期变小且衰减速率增大；功率谱曲线除

了多普勒频率之外，还伴随着线型的变化。定向运

动速度的增大导致线型宽度增大、峰值下降。这对

定向运动速度较大的纳米流体测量是不利的。根据

（５）式可以看出，增大光束束腰半径狑０ 可减小犙

值，从而克服线型展宽和峰值降低的问题。

与图６对应，图７给出了狇·狏＝２×１０
４ｓ－１和犙＝

１０６ｓ－２不变、犇狇
２分别为１０１，１０２ 和１０３ｓ－１的自相关

函数和功率谱理论曲线。犇狇
２ 与颗粒粒径之间存在

反比关系：

犇狇
２
＝
１６π犽Ｂ犜

３ηλ
２
·１
犱
． （１２）

犇狇
２ 的不同导致自相关函数的衰减速率变化，在

犙＝１０６ｓ－２且犇狇
２ 较小（小于１０２ｓ－１）时，自相关函

数曲线的衰减速率取决于犙值，犇狇
２ 的变化对自相

关函数的影响并不明显；随着犇狇
２ 的进一步增大，

它在自相关函数中的作用增强，犇狇
２ 与衰减速率的

对应关系逐渐明显。在功率谱曲线上犇狇
２ 的不同

对应了洛伦兹线型的高度变化。由于颗粒定向运动

不变，故频率偏离和高斯线型不发生任何变化。但

随着洛伦兹线型的变化，其Ｖｏｉｇｔ线型（即洛伦兹线

型与高斯线型的卷积）发生明显变化。随着犇狇
２ 的

增大，Ｖｏｉｇｔ线型逐渐向洛伦兹线型过渡。

图７ 自相关曲线和对应的功率谱与犇狇
２ 的关系

Ｆｉｇ．７ Ｄｅｐｅｎｄｅｎｃｅｏｆｔｈｅａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎａｎｄｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｏｎｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒ犇狇
２

　　从多普勒频移（即峰值频率犳＝３．１８ｋＨｚ）可得

到狇·狏＝２×１０
４ｓ－１的信息，进而根据狇和狏之间的

夹角及狇的大小得到纳米流体的定向运动速度。从

功率谱线型的分布宽度可以得到犇狇
２ 值，从而得到

纳米颗粒的粒径参数。

此外，对于犙＝０的情况，可以是定向运动速度

狏与狇垂直且光束束腰非常大，也可以是颗粒不做

定向运动（仅有布朗运动），此时只可获得颗粒的粒

度信息。对于犇狇
２＝０的情况，颗粒的扩散系数很

小，适合于微米级（特别是数十微米）以上颗粒的定

向运动速度测试。

４　结　　论

在纳米流体自混频信号的自相关函数基础上，
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推导得到了其功率谱函数表达式，并通过数值计算

研究了各种典型情况下激光自混频信号功率谱的频

谱特征。结果表明，当纳米流体定向运动方向与入

射光传播方向垂直时，自混频信号的自相关函数单

调衰减，自混频信号功率谱分布在低频区域；当纳米

流体定向运动方向与入射光传播方向不垂直（倾斜）

时，自混频信号的自相关函数振荡衰减，自混频信号

功率谱产生多普勒频移，其大小与流体定向运动速

度在光束传播方向上的分量成正比。自混频信号自

相关函数的衰减速率取决于颗粒布朗运动和颗粒定

向运动速度的横向分量，前者是相关时间的指数函

数，后者是相关时间平方的指数函数。与之相对应，

纳米流体的激光自混频信号功率谱是洛伦兹线型和

高斯线型的卷积，即 Ｖｏｉｇｔ线型。洛伦兹线型宽度

反映了颗粒布朗运动的特征，可从中获取颗粒的粒

度信息；高斯线型的宽度反映了颗粒横向穿过光束

截面的渡越时间，从中可获取定向运动速度信息。

纳米流体的激光自混频信号功率谱中包含了纳

米流体定向运动和颗粒粒径的信息，通过选择合适

的测量参数，可测量到不同的信息。例如，增大光束

宽度可有效降低高斯线型宽度，这对测量纳米颗粒

的粒径是有利的；使流体定向运动方向与光束传播

方向成一夹角，通过多普勒频移可测量得到流速。

本文结果为纳米流体激光自混频信号的实验研究提

供了理论基础。
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