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摘要　基于通用的矢量电位和标量电位与介电常数张量无关的原理，由激发的电偶极子与位函数的关系得到了任

意各向异性目标散射场的表达式。得到了通用的介电常数张量的变换关系，具体地给出了介电常数张量在球坐标

系中的表达式，将目标的内外电场展为级数，得到了各向异性晶体圆锥体一级散射场的解析表达式。理论结果与

文献一致，验证了算法的正确性。在光波波长与粒子尺寸相近的情况下，对所得结果进行了仿真，表明各向异性圆

锥体的散射具有偶极辐射的特点。所得结果简单、通用，为研究形状更为复杂的各向异性目标、纳米粒子等的光散

射研究提供了理论基础。
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１　引　　言

近年来，随着激光雷达系统及现代隐身、遥感等

技术领域的不断发展，各向异性目标的激光散射研

究受到人们的普遍重视。当光波在各向异性介质中

传播时，有两个传播矢量，其大小取决于电场的极化

状态［１］，是各向异性目标散射研究面临的主要困难。

米氏（Ｍｉｅ）解决了无耗各向同性均匀介质球的电磁

散射［２，３］，为气溶胶、海洋生物等的激光散射特性奠

定了理论基础。目前纳米技术的发展已使得形成大

小为３０～５０ｎｍ的金属粒子包括单粒子、粒子团以

及有序排列粒子成为可能［４］，形成的这些纳米粒子

的形状是可以控制的，形状包括近似球形、四面体、

三角体以及六棱柱等。在分子光谱应用方面，利用

其散射特性可以检测位于粗糙金属表面上的分子的

１０２９００２１
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散射信息；由于纳米粒子优越的散射特性可以提供

较强的信号输出等，在近场光学显微应用方面有广

泛的应用前景；尺寸在４０ｎｍ左右的纳米粒子还可

以激发表面等离子体激元模，当模处于谐振状态时，

散射场显著增强，这些特性可以用来进行生物标识

和诊断等。因此纳米粒子的散射特性及其利用已受

到国内外学者的高度关注。不仅如此，将纳米颗粒

看成各向同性介质球已经应用于烟幕干扰等领域，

而且在激光雷达的设计等应用领域有广泛的应用前

景［５～７］。然而，研究各向异性纳米粒子散射的文献

还不多见。Ｑｉａｎ等
［８，９］以 Ｍｉｅ理论为基础，在波长

与粒子大小相近的情况下研究了银纳米球形粒子的

光学谐振特性。实际上，纳米粒子可能具有各向异

性特性。激光在各向异性生物组织中的传输、折射

等受到国内学者的普遍关注［１０～１２］。各向异性纳米

粒子的激光散射是一个电磁波与粒子的相互作用问

题；圆锥体是四面体、三角体的一种近似模型。在光

波段研究各向异性纳米圆锥体散射的文献尚未见报

道。另外，各向异性目标的介电常数张量是在直角

坐标系中给出的，目标激光散射问题一般具有球对

称性或轴对称性，因此，在研究目标的激光散射特性

时，应将该张量转换到相应的坐标系中［１３，１４］。

本文在研究各向同性粒子散射文献的基础上，

以各向异性圆锥形纳米颗粒为研究对象，研究其散

射特性。由于目标大小与光波的波长相近时，其散

射、干涉和衍射等效应较为明显且具有代表性，故本

文选用波长与纳米颗粒大小（３０～４０ｎｍ）可相比拟

的光波进行仿真计算，但理论表达式不受波长的限

制。从极化强度的推迟势出发，得出了各向异性目

标内外场的级数解，以典型的各向异性圆锥体纳米

粒子为例，得到了粒子的微分散射表达式，并给出了

部分仿真结果。

２　各向异性目标的激光散射特性

２．１　各向异性目标内外场的级数解

设目标在直角坐标系的介电常数张量为

ε＝ε０εｒ，

式中ε０ 和ε狉分别为自由空间的介电常数和相对介

电常数张量。在激光场的照射下，目标被反复地极

化，内部出现了极化电流，该极化电流产生的辐射场

形成目标的散射场。目标的极化状态是目标内电场

的函数，由于矢量磁位犃与标量电位φ的引入与介

质参数无关，可以用来研究各向异性目标的电磁散

射。利用极化强度产生的推迟势函数犃和φ可得目

标外场和内场的表达式为［１５］

犈２（狉）＝犈０ｅｘｐ（ｊ犽狕）＋
１

４π
××∫

χ（狉′）·犈（狉′）ｅｘｐ（ｊ犽犚）

犚
ｄ狏′

犈（狉）＝犈０ｅｘｐ（ｊ犽狕）＋
１

４π
××∫

χ（狉′）·犈（狉′）ｅｘｐ（ｊ犽犚）

犚
ｄ狏′－χ·犈（狉

烅

烄

烆
）

， （１）

式中

χ＝

ε狉１１－１ ε狉１２－１ ε狉１３－１

ε狉２１－１ ε狉２２－１ ε狉２３－１

ε３１－１ ε３２－１ ε３３－

熿

燀

燄

燅１

，

为目标的相对极化率张量的一般表达式，犈０ｅｘｐ（ｊ犽狕）为入射场。显然，当目标为各向同性介质目标时，（１）式

与文献［１５］完全一致，表明了算法的正确性。目标在某一方向的极化只和该方向上的电场有关，因此可将目

标的内、外场展为极化率张量的级数形式，即

犈２ ＝犈
（０）
２ ＋χ·犈

（１）
２ ＋χ·χ·犈

（２）
２ ＋，…，＋χ

狀·犈
（狀）
２

犈＝犈
（０）
＋χ·犈

（１）
＋χ·χ·犈

（２）
＋，…，＋χ

狀·犈
（狀

烅
烄

烆
）
， （２）

犈
（犻）代表第犻级电场。将（２）式代入（１）式得

犈
（０）
２ ＋χ·犈

（１）
２ ＋χ·χ·犈

（２）
２ ＋，…，＋χ

狀·犈
（狀）
２ ＝犈０ｅｘｐ（ｊ犽·狉）＋

１

４π
×

×∫
χ（狉′）· 犈

（０）
＋χ·犈

（１）
＋χ·χ·犈

（２）
＋，…＋χ

狀·犈
（狀［ ］）ｅｘｐ（ｊ犽犚′）

犚
ｄ狏′犈

（０）
＋χ·犈

（１）
＋χ·χ·犈

（２）
＋，…，＋

χ
狀·犈

（狀）
＝犈０ｅｘｐ（ｊ犽·狉）＋

１

４π
××∫

χ（狉′）· 犈
（０）
＋χ·犈

（１）
＋χ·χ·犈

（２）
＋，…，＋χ

狀·犈
（狀［ ］）ｅｘｐ（ｊ犽犚′）

犚
ｄ狏′－

χ·［犈
（０）
＋χ·犈

（１）
＋χ·χ·犈

（２）
＋，…，＋χ

狀·犈
（狀）］．
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由极化率的同次幂系数相等可得

犈
（０）
２ ＝犈

（０）
＝犈０ｅｘｐ（ｊ犽狕）， （３）

犈
（１）
２ ＝

１

４π
××∫

犈
（０）ｅｘｐ（ｊ犽犚）

犚
ｄ狏′， （４）

犈
（２）
２ ＝

１

４π
××∫

犈
（１）ｅｘｐ（ｊ犽犚）

犚
ｄ狏′． （５）

将（４）式代入（２）式，可得目标的一次散射场，一般情

况下计算到一级散射已很精确。

２．２　各向异性圆锥体的激光散射特性

设一圆锥体的的高为犺，底面半径为犚０，一般

情况下介电常数张量由（１）式给定，但在主坐标系

中，（１）式将变为对称张量
［１６］。为了简单起见，设主

坐标系中的目标姿态如图１所示，中心与坐标原点

重合，主坐标系中的相对极化率张量为

χ＝

ε狉１１－１ ０ ０

０ ε狉２２－１ ０

０ ０ ε３３－

熿

燀

燄

燅１

． （６）

图１ 主坐标系中的目标姿态

Ｆｉｇ．１ Ｔａｒｇｅｔｐｏｓｔｕｒｅｉｎｐｒｉｎｃｉｐａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍ

　　一列平面电磁波犈犻＝（狌狓ｃｏｓ０＋狌狔ｓｉｎ０）×

犈０ｅｘｐ（ｊ犽·狉）投射到目标上，其中狌狓，狌狔，０ 分别为直

角坐标系的单位矢量和入射波极化方向与狓轴的

夹角，将（３）式代入（４）式并利用犚≈狉－犲狉·狉′，犲狉＝

狉／狉可得

犈
（１）
２ ＝

１

４π
××

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
犈０∫ｅｘｐ［ｊ犽（狕′－犲狉·狉′）］ｄ狏′＝

１

４π
××

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
犈０∫ｅｘｐｊ犽犚′ｃｏｓβ′－

狓狓′＋狔犚′ｓｉｎβ′＋狕犚′ｃｏｓβ′（ ）［ ］狉
犚′ｄ犚′ｄ狓′ｄβ′．

在上式的积分中，β′为犚′与狕轴的夹角，范围为０～２π；狓′的范围为０～犺，犚′的范围为０～ －
犚２０狓′

２

犺２
＋犚（ ）２０

１／２

；

（狓，狔，狕）为观测点的坐标。将上式的指数函数做泰勒级数展开，先对方位角积分、再对半径积分可得

犈
（１）
２ ＝

１

４
××

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
犈０∫

犺

０

－
犚２０
犺２
狓′２＋犚（ ）２０ ｅｘｐ －ｊ犽狓狉（ ）狓′ｄ狓′．

　　由于目标尺度远远小于观察距离，所以上式中的指数函数还可做级数展开，整理后可得

犈
（１）
２ ＝

犚２０犺犈０
６

××
ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
（狌狓ｃｏｓ０＋狌狔ｓｉｎ０）． （７）

　　利用球坐标与直角坐标中单位矢量的关系可将上式中的单位矢量换为球坐标系中的单位矢量
［１１］：

犈
（１）
２ ＝

犚２０犺犈０
６

××
ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
犲狉ｓｉｎθｃｏｓ（－０）＋犲θｃｏｓθｃｏｓ（－０）－犲ｓｉｎ（－０［ ］），

式中犲狉，犲θ，犲 分别为球坐标系的单位矢量。对散射场而言，只对随距离狉的一次方减小的部分感兴趣，运算

后可得

犈
（１）
２ ＝

犚２０犺犈０犽
２

６

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
－犲θｃｏｓθｃｏｓ（－０）＋犲ｓｉｎ（－０［ ］）． （８）

　　由于介电常数张量一般是在直角坐标系中给出的，可利用电位移矢量与电场强度的关系、直角坐标矢量

与球坐标矢量的关系［１４，１５］
εｓ＝犘

－１
ε犘得到球坐标系中的极化率张量，其中犘为从直角坐标到球坐标的变换

矩阵。对于双轴介质

ε狉 ＝

ε１１ ０ ０

０ ε２２ ０

０ ０ ε

熿

燀

燄

燅３３

．

而言，主球坐标系的相对极化率张量仍为对称张量，具体元素为
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χｓ１１ ＝ （ε３３－１）ｃｏｓ
２
θ＋（ε１１－１）ｓｉｎ

２
θｃｏｓ

２
＋（ε２２－１）ｓｉｎ

２
θｓｉｎ

２


χｓ１２ ＝－（ε３３－１）ｓｉｎθｃｏｓθ＋（ε１１－１）ｓｉｎθｃｏｓθｃｏｓ
２
＋（ε２２－１）ｓｉｎθｃｏｓθｓｉｎ

２


χｓ１３ ＝ （ε２２－ε１１）ｓｉｎθｃｏｓｓｉｎ

χｓ２２ ＝ （ε３３－１）ｓｉｎ
２
θ＋（ε１１－１）ｃｏｓ

２
θｃｏｓ

２
＋（ε２２－１）ｃｏｓ

２
θｓｉｎ

２


χｓ２３ ＝ （ε２２－ε１１）ｃｏｓθｃｏｓｓｉｎ

χｓ３３ ＝ （ε１１－１）ｓｉｎ
２
＋（ε２２－１）ｃｏｓ

２
，　χｓ２３ ＝χｓ３２，　χｓ１３ ＝χｓ３１，　χｓ１２ ＝χ

烅

烄

烆 ｓ２１

． （９）

　　显然，主球坐标系中的极化率张量仍为对称张量，由此可得目标的散射电场为

犈
（１）
ｓθ ＝

犚２０犺犈０犽
２

６

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
－χｓ２２ｃｏｓθｃｏｓ（－０）＋χｓ２３ｓｉｎ（－０［ ］）

犈
（１）
ｓ ＝

犚２０犺犈０犽
２

６

ｅｘｐ（ｊ犽狉）

狉
－χｓ３２ｃｏｓθｃｏｓ（－０）＋χｓ３３ｓｉｎ（－０［ ］

烅

烄

烆
）

． （１０）

由（１０）式可得目标的微分散射截面为

σｄ＝
犚２０犺犈０犽

２

（ ）６

２

（χ
２
ｓ２２＋χ

２
ｓ２３）ｃｏｓ

２
θｃｏｓ

２（－０）＋（χ
２
ｓ２３＋χ

２
ｓ３３）ｓｉｎ

２（－０）［ －

χｓ２３（χｓ２２＋χｓ３３）ｃｏｓθｓｉｎ
２（－０ ］）． （１１）

对（１１）式积分可得目标的散射截面，在此不再赘述。

以下以石膏晶体为例，给出部分仿真结果。

图２为散射随观察方位的变化，所用参数如图

中所示。可以看出：在θ＝π／２，φ＝π／６附近，散射最

小；在θ＝π／２，φ＝２π／３附近，散射最强；前向散射

θ＝０与后向散射θ＝π也较强。这一结果与有关文

献中纳米粒子散射特性的结论一致。由于极化角

φ０＝π／６，可知各向异性圆锥体的散射具有偶极辐射

的特点，这是由极化电荷与极化电流的二次辐射引

图２ 散射随观察方位的变化

Ｆｉｇ．２ Ｖａｒｉａｔｉｏｎｏｆｓｃａｔｔｅｒｉｎｇｗｉｔｈｏｂｓｅｒｖｉｎｇａｎｇｌｅ

起的。图３表明，入射波的极化角０ 为０或π时，

前向散射最大；从图１的目标姿态可以看出，当入射

波的极化角为０或π时，极化方向在狓方向上，仿真

中该方向的介电常数也最大，因而电偶极矩最大，微

分散射最强。图４表明，狔方向的介电常数对散射

的影响较为敏感，这是由观测位置和极化状态决定

的。图５是目标大小对散射的影响，尺寸越大，散射

越强。总之，当波长给定时各向异性圆锥体的激光

散射具有偶极辐射的特点。

图３ 前向散射与极化状态的关系

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｌａｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｆｏｒｗａｒｄｓｃａｔｔｅｒｉｎｇａｎｄ

ｐｏｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

图４ 介电常数张量对散射的影响

Ｆｉｇ．４ Ｅｆｆｅｃｔｏｆｅｌｅｃｔｒｉｃｔｅｎｓｏｒｏｎｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ

３　结　　论

基于电磁推迟位函数的引入与介质参数无关的

原理，得到了任意各向异性目标散射场的表达式，并

得到了该散射场的近似级数解。研究了不同坐标系
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图５ 锥体形状的影响

Ｆｉｇ．５ Ｅｆｆｅｃｔｏｆｔｈｅｐｌａｓｔｅｒｐｙｒａｍｉｄｓｈａｐｅｏｎｓｃａｔｔｅｒｉｎｇ

中介电常数张量的变换关系，以各向异性石膏圆锥

体为例，得到了各向异性晶体圆锥体的一级散射振

幅、散射截面等的解析表达式。在激光波段，研究了

介电常数张量、观测方位、极化状态等因素对散射的

影响。对所得结果进行了仿真，结果表明，各向异性

圆锥体的散射具有偶极辐射的特点，介电常数越大，

产生的电偶极矩也愈大，散射也越强；当外电场的极

化方向与某一主轴方向相同时，散射效应变得最为

明显。所得结果不受目标形状、介电常数张量、波长

等的限制。如何研究形状更为复杂的各向异性目标

的激光散射是一个富有挑战性的课题，也是下一步

要开展的工作。
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