
书书书

第３１卷　第１０期 光　学　学　报 Ｖｏｌ．３１，Ｎｏ．１０

２０１１年１０月 犃犆犜犃犗犘犜犐犆犃犛犐犖犐犆犃 犗犮狋狅犫犲狉，２０１１

本征函数法求解光强传输方程的相位反演方法

黄盛炀　习锋杰　刘长海　姜宗福
（国防科学技术大学光电科学与工程学院，湖南 长沙４１００７３）

摘要　提出了一种采用本征函数法求解光强传输方程的相位反演算法。相位可由拉普拉斯算子本征函数展开，各

阶本征函数的系数可以由光强沿光轴的微分和本征函数两者的积分得到，由此实现相位恢复。给出了圆形区域和

矩形区域拉普拉斯算子本征函数的解析形式，数值模拟了在这两种区域上采用该算法实现相位恢复的过程，结果

表明该算法可以很好地实现相位恢复。
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１　引　　言

１９８３年 Ｔｅａｇｕｅ
［１］提出基于光强传输方程

（ＴＩＥ）的相位反演方法，由于其非干涉测量、无需迭

代的相位恢复算法以及实验装置简单的特点，已经

广泛应用于光学和电子显微镜［２，３］、Ｘ射线和中子束

成像［４，５］等领域。Ｆ．Ｒｏｄｄｉｅｒ
［６］在发展ＴＩＥ技术的

基础上，提出的波前曲率传感技术，已经应用于大型

天文望远镜系统［７］和眼科医学［８］等领域。

目前求解光强传输方程的方法主要有格林

（Ｇｒｅｅｎ）函 数 法
［１，９，１０］、泽 尼 克 （Ｚｅｒｎｉｋｅ）模 式

法［１１～１３］、多 重网 格法［１４～１６］以 及基 于 傅 里 叶 变

换［２，１７］的方法。直接采用Ｇｒｅｅｎ函数法计算量比较

大，通常圆形区域上Ｇｒｅｅｎ函数比较容易得到，对于

其他区域来说，比如矩形区域，很难得到Ｇｒｅｅｎ函数

的解析形式。Ｚｅｒｎｉｋｅ模式法需要引入比较复杂的

辅助函数，通常只能适用于圆形区域。多重网格法

的求解过程相对复杂，不容易实现。基于傅里叶变

换的方法主要用于方形区域的求解，而且由于傅里

１００１００２１
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叶变换满足周期性边界条件的内在特性，会导致恢

复的相位出现失真［１８］。

本课题组提出了一种采用Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件

下二维拉普拉斯算子的本征函数求解光强传输方程

的方法［１９］。该方法无需引入辅助函数，实现起来比

较方便，计算量不大。本文给出了圆形和矩形区域

上本征函数的解析形式，数值模拟实现了在这两种

区域上的相位恢复过程。

２　本征函数法求解光强传输方程

２．１　光强传输方程

在傍轴近似条件下，光强传输方程可以表示

为［１］

－犽


狕
犐（狉，狕）＝ ⊥

［犐（狉，狕）⊥（狉，狕）］，（１）

式中狕为传输方向，狉为垂直传输方向平面（狓，狔）上

的坐标矢量，犽表示波数，犐（狉，狕）表示光轴上狕处的

光强分布，（狉，狕）表示相位分布，⊥＝ （／狓，

／狔）表示（狓，狔）平面上的二维梯度算子。光强传输

方程给出了光强沿传输方向变化和相位变化之间的

关系。在波前曲率传感器中，通常可以认为光瞳

犘（狉）上的光强均匀分布犐（狉，狕）＝犐０犘（狉），则有

⊥犐（狉，狕）＝－犐０δ犮狀，于是有
［６］

－
犽
犐０



狕
犐（狉，狕）＝犘（狉）

２
⊥（狉，狕）－

（狉，狕）

狀
δ犮，

（２）

式中δ犮表示在光瞳边界犮处的狄拉克函数，狀为边界

的法向矢量，φ（狉，狕）／狀是待测波前φ（狉，狕）沿法向

矢量狀的导数，犘（狉）表示光瞳函数，光瞳内为１，光

瞳外为０。如果能够测量到光强沿光轴的微分，则

可以通过求解上述的泊松方程得到所求相位。

实际测量中难以直接测量光强的微分，通常采

用两相邻面上光强的差分来近似光强的微分，表

示为

犐（狉，狕）

狕 狕＝０
≈
犐（狉，δ狕）－犐（狉，－δ狕）

２δ狕
， （３）

式中犐（狉，δ狕）为位于狕＝δ狕处的光强分布，犐（狉，－

δ狕）为位于狕＝－δ狕处的光强分布，δ狕表示光强测量

面和光瞳面之间的距离。为了得到较为准确的光强

微分，该距离的选择不宜过大［１，２０］。

２．２　本征函数法实现相位恢复

在Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件下，二维拉普拉斯算子

的本征函数犠（狉）有如下关系：


２
⊥犠（狉）＝－λ

２犠（狉），狉∈σ

犠（狉）

狀
＝０， 狉∈

烅

烄

烆
犮

（４）

式中σ 表示光瞳区域，犮 表示光瞳边界，
２
⊥＝

｛
２／狓

２
＋

２／狔
２｝为光瞳面上的二维拉普拉斯算

子，λ为本征值。对应于一组本征值λ１，λ２，…，λ犽，…，

存在相应的一 组本 征函数 犠１（狉），犠２（狉），…，

犠犽（狉），…。这组本征函数构成了一组正交完备基，

在光瞳区域上任意的函数都能够由这组正交完备基

展开，可以表示为

（狉）＝∑
∞

犽＝１

犪犽犠犽（狉）， （５）

式中（狉）表示光瞳上的波前分布，犪犽为各阶本征函数

的系数。在（５）式两边同时乘以犠犽（狉）做积分，并利

用本征函数的正交性，可以得到本征函数的系数为

犪犽 ＝犮
－１
犽∫
σ

犠犽（狉）（狉）ｄσ， （６）

式中犮犽 ＝∫
σ

犠２
犽（狉）ｄσ为归一化系数。考虑到本征函

数的本征特性（４）式，（６）式变为

犪犽 ＝－犮
－１
犽λ

－２
犽∫
σ

（狉）
２
⊥犠犽（狉）ｄσ， （７）

利用Ｇｒｅｅｎ第二定理的二维形式

∫
σ

（狌
２
⊥υ－υ

２
⊥狌）ｄσ＝∮

犮

狌
υ
狀
－υ
狌

（ ）狀 ｄ犾，（８）

并考虑到Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件
犠（狉）

狀
＝０，于是有

犪犽 ＝

犮－１犽λ
－２
犽∮

犮

犠犽（狉）
（狉）

狀
ｄ犾－∫

σ

犠犽（狉）
２
⊥（狉）ｄ（ ）σ ，（９）

注意到光强传输方程得到的结果（２）式，得到

犪犽 ＝犮
－１
犽λ

－２
犽
犽
犐０∫

σ

犠犽（狉）
犐（狉，狕）

狕
ｄσ， （１０）

由于犐
（狉，狕）

狕
由（３）式近似测量得到，利用（５）式，实

现相位恢复。

下面分别给出圆形区域和矩形区域上的二维拉

普拉斯算子本征函数的表达式。

圆形区域上拉普拉斯本征函数也被称为圆谐振

函数，Ｍｉｌｔｏｎ等将其用于自适应光学系统的模

拟［２１］。根据的 Ｍｉｌｔｏｎ定义，单位圆上的圆谐振函

数可写为

犱犿狀（狉，θ）＝

Ｊμ（犽μ狀狉）ｃｏｓ（μθ） 犿＞０

Ｊ０（犽０狀狉） ， 犿＝０

Ｊμ（犽μ狀狉）ｓｉｎ（μθ） 犿＜

烅

烄

烆 ０

（１１）

１００１００２２
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式中μ＝狘犿狘，Ｊμ（犽μ狀狉）表示第μ阶Ｂｅｓｓｅｌ函数μ＝

０，１，２，…，犽μ狀 是
ｄ

ｄ狉
Ｊμ（狉）＝０的第狀个正根，狀＝１，

２，…，犽２μ狀 为相应的本征值。

在矩形区域上的拉普拉斯本征函数可以写为

犠狆狇（狓，狔）＝ｃｏｓ
狆
犪
π（ ）狓ｃｏｓ 狇犫π（ ）狔 ， （１２）

相应的本征值为λ
２
狆狇 ＝π

２ 狆
２

犪２
＋
狇
２

犫（ ）２ ，狆，狇＝０，１，
２，…，犪，犫分别为光瞳在狓，狔方向的尺寸。

３　数值模拟结果

数值模拟菲涅耳衍射光传输过程，得到不同传

输距离±δ狕处的光强分布，进而由（３）式得到光强

的微分，由（１０）式得到各阶本征函数的系数，由此实

现相位恢复。分别模拟了圆形和方形区域上的相位

恢复。为了定量表示相位恢复的效果，定义相对均

方误差（ＲＭＳ）为

ΩＲＭＳ＝ ∑
犻，犼

ｒｅｃ（犻，犼）－ｏｒｉｇ（犻，犼［ ］）｛ ２

∑
犻，犼

ｏｒｉｇ（犻，犼［ ］） ｝２
１／２
， （１３）

式中ｒｅｃ（犻，犼）表示由相位恢复算法重构的相位，

ｏｒｉｇ（犻，犼）表示模拟时采用的原始相位。

３．１　圆形区域

在圆形区域上，选取Ｚｅｒｎｉｋｅ像差作为输入相

位，采用菲涅耳衍射模拟光传输过程。实际选取单

位圆上的Ｚｅｒｎｉｋｅ像差，采样点数５１２×５１２，波长

λ＝０．６３２８μｍ，相位值在［－１，１］弧度之间变化，光

瞳面上光强均匀分布。首先采用菲涅耳衍射的卷积

形式数值模拟光传输［２２］，得到不同传播距离δ狕＝

±１ｍ处的光强分布，利用（３）式近似得到光强沿传

输方向的微分，由（１０）式计算得到各阶圆谐振函数

的系数，再由（５）式可以得到恢复的相位。图１给出

了该算法对象散和慧差像差恢复的效果，左边为原

始相位，中间为恢复算法得到的相位，右边为两者的

残差。相对均方根误差象散为０．２２％，彗差为

０．６４％，得到了较好的恢复效果。

图１ 对像散和彗差的恢复结果。（ａ）像散ＲＭＳ误差值为０．２２％；（ｂ）彗差ＲＭＳ误差值为０．６４％

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｓｔｉｇｍａｔｉｓｍａｎｄｃｏｍａ．（ａ）ＡｓｔｉｇｍａｔｉｓｍＲＭＳｉｓ０．２２％；（ｂ）ｃｏｍａＲＭＳｉｓ０．６４％

　　对前１０阶Ｚｅｒｎｉｋｅ像差进行了相位恢复的模拟，表１给出了各阶Ｚｅｒｎｉｋｅ像差恢复的相对均方差，

Ｚｅｒｎｉｋｅ像差采用Ｎｏｌｌ的排列顺序
［２３］。由于ＴＩＥ技术对活塞项不敏感，结果中没有第１项活塞项。表１中

ＲＭＳ都较小，表明在圆形区域上采用圆谐振函数可以较好地实现波前相位的恢复。

表１ 对前１０阶Ｚｅｒｎｉｋｅ像差的恢复效果（ＲＭＳ值）

Ｔａｂｌｅ１ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｆｒｉｓｔ１０ｏｒｄｅｒＺｅｒｎｉｋｅａｂｅｒｒａｔｉｏｎ（ｔｈｅｖａｌｕｅｏｆＲＭＳ）

Ｚｅｒｎｉｋｅｏｒｄｅｒ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０

Ｅｒｒｏｒ（ＲＭＳ）／％ ０．１０ ０．１０ ０．３１ ０．１６ ０．２２ ０．６４ ０．６４ ０．３０ ０．３０

１００１００２３
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３．２　方形区域

在方形区域上，采用Ｌｅｎａ的图像作为输入相

位图像。Ｌｅｎａ图像的大小为１ｍ×１ｍ，采样点数

５１２×５１２，波长λ为０．６３２８μｍ，相位值在［－１，１］

弧度之间变化，输入光瞳上光强分布均匀。同样采

用菲涅耳衍射的卷积形式数值模拟光传输［２２］，得到

不同传输距离δ狕＝±１ｍ处的光强分布，用（３）式来

近似得到光强的微分，采用（１２）式给出的矩形区域

上拉普拉斯本征函数的形式，用（１０）式计算得到本

征函数的系数，实现波前相位的恢复。图２给出了

原始相位分布以及恢复的相位图像，ＲＭＳ误差为

８．６％。在方形区域上，采用拉普拉斯本征函数的方

法同样得到了较好的恢复效果。

图２ 对相位图像的恢复效果，ＲＭＳ误差为８．６％。（ａ）原始相位图像；（ｂ）恢复的相位图像

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｉｍａｇｅ（ＲＭＳｅｒｒｏｒｏｆ８．６％）．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｐｈａｓｅｉｍａｇｅ；

（ｂ）ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｐｈａｓｅｉｍａｇｅ

４　结　　论

提出了一种基于拉普拉斯算子本征函数求解光

强传输方程实现相位恢复的算法，该方法简单可行。

给出了圆形和矩形区域上拉普拉斯本征函数的表达

式，数值模拟实现了圆形和矩形区域上的相位恢复

过程，模拟结果表明该算法可以实现较好的相位恢

复效果。理论上只要求得光瞳区域上的本征函数，

该方法就可以实现任意连通光瞳区域上的相位恢

复。对于非规则的光瞳区域，拉普拉斯算子的本征

函数的求解并不容易，可以考虑先用数值求解的方

法得到非规则区域上本征函数，然后采用该方法实

现相位恢复。
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