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摘要　根据标量亥姆霍兹方程和定态薛定谔方程的对等关系，指出平面波经透镜聚焦过程等同于光子态函数由坐

标表象向动量表象转换的过程。受有限孔径的影响，光子在动量空间态函数无法精确再现，导致空间光束对准精

度的存在一个量子极限。在量子极限条件下，空间光束对准精度大约是衍射极限角的２６％，主要取决于光波长和

接收透镜孔径，与透镜焦距无关。就光子在焦平面位置进行质心跟踪，测角精度所能达到的理想质心极限只略优

于衍射极限分辨率，残留误差仍然是量子极限的３．２４倍。
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Ｅｍａｉｌ：ｗｕｊｉｌｉ９２６＠１２６．ｃｏｍ

１　引　　言

卫星光通信能够实现太空高速数据中继，具有

巨大的应用价值，是未来空间组网的主要手段。自

２０世纪７０代以来，卫星光通信的经历了充分的理

论论证和地面验证［１，２］；２１世纪之后，卫星光通信进

入迅速发展阶段，取得多次在轨实验的成功［３～６］。

卫星光通信的成功，推动了空间信息网络、空间量子

密钥分发技术的发展，同时使得源于激光照明、激光

制导和目标跟踪等领域的光束捕获、对准和跟踪

（ＡＴＰ）技术得到发展，对准和跟踪精度正在逼近理

论极限。ＡＴＰ是空间激光链路得以维持和稳定的

基础，其对准偏差影响接收平均功率，而其方差决定

了接收功率的抖动，因此对准精度直接影响链路性

能［７，８］。精确对准的基本前提是要能准确测量光束

的波达角。空间光束的波达角通常以探测焦平面聚

焦光斑位置实现，经多次采样、像元细分等处理，测

０１０６００４１
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量精度（均方根差，ｒｍｓｅｒｒｏｒ）达到甚至超过衍射极

限的分辨率［８～１０］。随着技术的进步，ＡＴＰ精度也将

不断提高，会逐步逼近其物理极限，那么从接收光信

号中能够获取多少波达角信息；尤其是对微弱光信号

探测时，单个脉冲中含有的光子数量低到数个甚至不

足一个［１１，１２］，此时光子的量子效应对波达角测量的影

响造成的对准精度理论极限究竟是多少，决定了终端

设计时系统误差分配。本文将就此进行深入分析。

２　真空中亥姆霍兹方程与薛定谔方程

的等效关系

Ｋｕｒａｔｓｕｊｉ等
［１３］将亥姆霍兹方程在短波长和近

轴近似下，以波长λ和传播轴坐标狕分别等效普朗

克常量犺和时间狋，得到各向异性介质中光波的“含

时”薛定谔方程，并计算了相应的密度矩阵、路径积

分和斯托克参量。刘承宜、邓锡铭等在Ｋｕｒａｔｓｕｊｉ基

础上，建立了光束传输的薛定谔形式理论，给出了光

束中一般物理量的算符表示形式和平均值定

义［１４～１６］。而如果研究环境为真空，由于哈密顿

（Ｈａｍｉｌｔｏｎ）量的势函数为零，亥姆霍兹方程和薛定谔

方程将会有更简单、更直接的对应关系。

首先看真空中光场复振幅ψ满足的亥姆霍兹方

程［１７］：


２

ψ＋犽
２

ψ＝０， （１）

式中犽＝２π／λ，λ为光波长，对应圆频率ω＝２π犮／λ，

犮为真空中光速。引入参数犿＝珔犺ω／２犮
２（珔犺是普朗克

常量犺的１／２π）。在（１）式两端同时乘以珔犺
２／２犿，并

整理可得

－
珔犺
２

２犿

２

ψ＝珔犺ωψ． （２）

　　（２）式恰好为定态薛定谔方程的能量本征方程

形式，因此真空中光场也是光子的态函数，只是由于

传播轴狕轴等同于空间自由粒子的时间轴
［１３～１６］，光

子的坐标表象由原三维欧氏空间降到二维平面或者

球面，归一化光强即为光子在参考面上分布的概率

密度［１１，１２］。

３　空间光束对准精度

３．１　平面波的聚焦与光子态函数表象转换

在卫星光通信、远程量子密钥分发等应用中，空

间光束需经超长距离传输，接收端光斑尺寸远远大

于接收孔径，将接收信号近似为平面波。如图１所

示，在本地参考坐标系中，狓犗狔平面为接收透镜所在

平面，狌犗′狏为透镜焦平面，犘为焦斑中心，犗犘 对应的

离轴角γ（相对于狕轴）分解成俯仰方向的α和水平方

向的β，即为接收光束的到达角，同时也是对准误差。

由于犗犘对应的单位方向向量为［ｓｉｎα，ｓｉｎβ，ｃｏｓγ］，

因此接收透镜所在的狕＝０平面上复振幅为

犈（狓，狔）＝犃ｅｘｐ［ｉ犽（狓ｓｉｎα＋狔ｓｉｎβ）］， （３）

式中犃是平面波的幅度。单色平面波是（２）式的一

个本征函数，只是因光频率超过当前任何检测器件

的实时响应范围，通常只能通过检测光子能量间接

检测光子位置。由于空间平面波中，光子位置具有

完全不确定性，因此需要将其聚焦到焦平面，检测光

斑位置，进而得到本地视轴与光束之间的角度偏差。

图１ 接收光束的到达角

Ｆｉｇ．１ Ａｒｒｉｖａｌａｎｇｌｅｓｏｆｒｅｃｅｉｖｅｄｂｅａｍ

傍轴近似下，经焦距为犳的理想透镜聚焦后，

由夫朗禾费衍射得焦平面接收光斑为

犈犳（狌，狏）＝
ｅｘｐ（ｉ犽犳）ｅｘｐ［ｉ犽（狌

２
＋狏

２）／２犳］

ｉλ犳
×

∫
∞
∫犈（狓，狔）ｅｘｐ －２πｉ

狌

λ犳
狓＋

狏

λ犳（ ）［ ］狔 ｄ狓ｄ狔．（４）

注意到波矢犽与动量狆之间的大小关系有犽＝２π／λ＝

狆／珔犺，同时因焦平面上光斑尺寸远小于透镜焦距，即

对所关注的区域有犳狌，犳狏。据图１中的几何关

系，用焦距犳 近似犗犘 的长度，误差在狅（ｓｉｎ
２
α＋

ｓｉｎ２β）量级，因此可近似将［狌／犳，狏／犳］作为单位方向

向量在焦平面投影，从而有

２π

λ

狌

犳
＝
１

珔犺
狆狌，

２π

λ

狏

犳
＝
１

珔犺
狆狏

烅

烄

烆
，

（５）

式中 （狆狌，狆狏）是动量狆在（狌，狏）方向上的分量。将

（５）式代入（４）式，并令

φ（狆狌，狆狏）＝

ｉλ犳ｅｘｐ（－ｉ犽犳）ｅｘｐ［－ｉ犽（狌
２
＋狏

２）／２犳］犈犳（狌，狏）＝

１

２π珔犺∫
∞
∫２π珔犺犈（狓，狔）ｅｘｐ －

ｉ

珔犺
（狆狌狓＋狆狏狔［ ］）ｄ狓ｄ狔．（６）

０１０６００４２
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由于接收光子在（狓，狔）平面均匀分布，不受光场幅

度的影响，因此２π珔犺犈（狓，狔）亦可看成光子在坐标表

象中未经归一化的波函数，这样（６）式正好是光子波

函数由坐标表象向动量表象的变换关系。注意到

（５）式为线性变换，（狌，狏）平面是 （狆狌，狆狏）张成的线

性子空间，即对平面波入射，透镜变换恰好是将接收

透镜表面的坐标表象态函数转换为焦平面的动量表

象态函数的过程。因单色平面波具有确定的动量，

经理想透镜变换之后，将会得到一个冲击函数。而

光子态函数由坐标表象转换到动量表象的过程来，

恰好是完全不确定的空间位置转变到完全确定的光

子动量的过程。

３．２　有限孔径透镜变换下焦平面光子态函数

理想透镜能精确重现光子在动量空间的态函

数，但实际的接收孔径都是有限的。对有限接收孔

径２犪，（４）式转化为
［１８］

犈犳（狌，狏）＝
ｅｘｐ（ｉ犽犳）ｅｘｐ［ｉ犽（狌

２
＋狏

２）／２犳］

ｉλ犳 
狓
２
＋狔
２
≤犪
２

犈（狓，狔）ｅｘｐ －２πｉ
狌

λ犳
狓＋

狏

λ犳（ ）［ ］狔 ｄ狓ｄ狔＝

犃
２π犪

２

ｉλ犳
ｅｘｐ（ｉ犽犳）ｅｘｐｉ犽

狌２＋狏
２

２（ ）犳
Ｊ１
２π犪狉

λ（ ）［ 犳

２π犪狉

λ ］犳
， （７）

式中Ｊ１（·）为１阶贝塞尔（Ｂｅｓｓｅｌ）函数，狉在傍轴近似 （犳ｓｉｎα～α犳，ｓｉｎβ～β）下为狉（狌，狏狘α，β）＝

（狌－犳α）
２
＋（狏－犳β）槡

２，相应的光强

犐（狌，狏）＝狘犈（狌，狏）狘
２
＝犃

２４π
２犪４

（λ犳）
２

Ｊ１（犽犪犳
－１狉）

犽犪犳
－１［ ］狉

２

． （８）

　　理想透镜透射率为１，必有焦平面总功率等于

到达接收孔径的功率，将其同记为犘ｒ，则

犘ｒ＝犃
２
π犪

２
＝∫

∞
∫犐（狌，狏）ｄ狌ｄ狏． （９）

用犘ｒ将犐（狌，狏）归一化，得到光子在动量空间（狌，狏）

平面的概率密度函数：

狆（狌，狏狘α，β）＝
４π犪

２

（λ犳）
２

Ｊ１（犽犪犳
－１狉）

犽犪犳
－１［ ］狉

２

． （１０）

　　可见，只有犪→ ∞ 才得到（狌，狏）平面的冲击函

数δ（狌－犳α，狏－犳β）；在犪＜∞的时候，概率分布都

将以（犳α，犳β）为中心弥散到整个平面。即对于具有

确定动量的单色平面波，只有经孔径为无穷大的理

想透镜变换才能得到动量空间的一个确定点；经有

限孔径透镜变换后，态函数弥散决定了光子在动量

空间的不确定性，导致到达位置估计的随机涨落，最

终造成测角精度量子极限的存在。

３．３　空间光束波达角测量精度极限

（１０）式所给的光子在 （狌，狏）平面的分布是以光

束到达角（α，β）为参量的概率密度函数。记θ＝ ［α，

β］
Ｔ为光束波达角真值，^θ＝ ［^α，^β］

Ｔ是其估计值，对θ

任意无偏估计的协方差矩阵犆＝犈［（θ－θ^）（θ－

θ^）
Ｔ］，文献［１９］给出证明：

犆≥犉
－１， （１１）

式中

犉＝－Ｅｘｐｅｃｔ


２ｌｎ狆（狌，狏）

α
２


２ｌｎ狆（狌，狏）

αβ


２ｌｎ狆（狌，狏）

βα

２ｌｎ狆（狌，狏）

β

熿

燀

燄

燅

烅

烄

烆

烍

烌

烎２

，

（１２）

为光束波达角的Ｆｉｓｈｅｒ矩阵，式中Ｅｘｐｅｃｔ｛·｝为取

数学期望。

利用递推关系ｄ［狓－狀Ｊ狀（狓）］／ｄ狓＝－狓
－狀Ｊ狀＋１（狓）

对（１０）式取对数求导：

ｌｎ犐（狌，狏）

α
＝－
４π犪

λ犳

Ｊ２（犽犪犳
－１狉）

Ｊ１（犽犪犳
－１狉）

犳（犳α－狌）

狉
，

（１３）

可以看出，光子的焦平面坐标（狌，狏）可作光斑中心

的最大后验估计量，即较为常用的质心法估计；但能

否保证是最小方差估计，相关结果将由后面数值计

算给出。继续对 （１３）式求导并将 Ｂｅｓｓｅｌ函数

Ｊ狀（犽犪狉／犳）简写成Ｊ狀 得：


２ｌｎ狆（狌，狏狘α，β）

α
２ ＝

４π犪

λ

１

狉２
２π犪

λ

′Ｊ１Ｊ２－′Ｊ２Ｊ１

Ｊ２１
（犳α－狌）

２
－
犳
狉

Ｊ２
Ｊ１
（犳β－狏）［ ］２ ， （１４）


２ｌｎ狆（狌，狏狘α，β）

αβ
＝

２ｌｎ狆（狌，狏狘α，β）

αβ
＝
４π犪

λ

１

狉２
２π犪

λ

′Ｊ１Ｊ２－′Ｊ２Ｊ１

Ｊ２１
（犳α－狌）（犳β－狏）＋

犳
狉

Ｊ２
Ｊ１
（犳α－狌）（犳β－狏［ ］）．

（１５）
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　　利用Ｂｅｓｓｅｌ函数的递推关系

狓′Ｊ２（狓）＋２Ｊ２（狓）＝狓Ｊ１（狓），

狓′Ｊ１（狓）－Ｊ１（狓）＝－狓Ｊ２（狓
烅
烄

烆 ），
（１６）

可以得到

′Ｊ１Ｊ２－′Ｊ２Ｊ１ ＝
３Ｊ１Ｊ２

犽犪犳
－１狉
－Ｊ

２
１－Ｊ

２
２． （１７）

　　将（１７）式代入（１４），（１５）式，结合（１０）式和

狆（狌，狏狘α，β）关于的α，β轮换对称关系，可以计算

Ｆｉｓｈｅｒ矩阵犉的各元素值。将犉－１ 中元素依次记为

σ
２
１１，σ

２
１２，σ

２
２１，σ

２
２２，犉

－１ 表示成

犉－１ ＝
σ
２
１１ σ

２
１２

σ
２
２１ σ

２
２

［ ］
２

． （１８）

　　再据（１１）式能够得到光束波达角任意无偏估计

的均方误差极限：

σ
２
α ＝Ｅｘｐｅｃｔ［（α－^α）

２］≥σ
２
１１，

σ
２

β ＝Ｅｘｐｅｃｔ［（β－^β）
２］≥σ

２
２２

烅
烄

烆 ，
． （１９）

　　这一极限由量子效应造成，是透镜的固有属性，

独立于检测手段和估计算法，具有不可超越的特点，

因此也是接收透镜与空间光束能够达到对准精度极

限，鉴于此，将σ１１，σ２２定义为空间光束对准精度的量

子极限。

４　数值计算结果

将（１２）式各犉元素积分转换到柱坐标中，得到

积分结果与焦距犳和到达角方向（α，β）无关。选取

不同波长和透镜孔径进行数值仿真，得到图２所示

的结果。图中横坐标是接收透镜孔径，纵坐表示分

辨率。σｑ是根据上一小节推导的量子极限；σｒ是

将像元尺寸缩小到焦平面０级亮纹半径的１／１００模

拟的理想质心法得到的对准精度（后文简称理想质

心极限）；σｄ是衍射极限。（ａ）～（ｄ）４幅图分别对

应波长λ为８５０，１０６４，１３１０和１５５０ｎｍ。图中显

示，３种极限都随孔径增大而减小，随波长增大而增

大，数值结果表明，在不同孔径和波长下，量子极限

大约是衍射极限的２６％；而理想质心极限只能达到

衍射极限的８５％，仍然比量子极限高出２．２４倍。

图２ 光束对准精度极限

Ｆｉｇ．２ Ｐｏｉｎｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｌｉｍｉｔｓｏｆｒｅｃｅｉｖｅｄｂｅａｍ

　　表１给出了典型的卫星光通信系统实测对准误

差与衍射极限、量子极限对比。半导体星间激光链路

实验（ＳＩＬＥＸ）系统用焦平面ＣＣＤ捕获光束，２ｐｉｘｅｌ×

２ｐｉｘｅｌ进行质心跟踪，实验中得到的跟踪精度达到了

优于衍射极限的对准精度［３，２０］，距理想质心极限仅

５．８％。小型化光学用户终端（ＳＯＵＴ）是ＥＳＡ研发的

相干激光通信终端，同样采用焦平面阵列捕获，

４ｐｉｘｅｌ×２ｐｉｘｅｌ跟踪，地面静态测试时等效精度曾经

超过了理想质心法的精度［２１］。日本用于卫星通信的

激光通信设备ＬＵＣＥ地面测试
［２２］和在轨实验［５］中接

０１０６００４４



吴继礼等：　空间远场光束对准精度的量子极限

近衍射极限的等效分辨率。这几大系统的实验数据

表明，采用焦平面光斑中心探测远场光束到达角作为

光束对准参考信号，对准精度能够超过衍射极限，达

到理想质心极限精度，但是与量子极限仍有一定差

距。

表１ 典型卫星光通信系统对准精度

Ｔａｂｌｅ１ Ｐｏｉｎｔｉｎｇａｃｃｕｒａｃｙｏｆｔｙｐｉｃａｌｓａｔｅｌｌｉｔｅｏｐｔｉｃａｌｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓ

Ｓｙｓｔｅｍ

ｎａｍｅ

Ａｐｅｒｔｕｒｅ

ｓｉｚｅ／ｍｍ

Ｗａｖｅ

ｌｅｎｇｔｈ／ｎｍ
Ｍａｇｎｉｆｉｃａｔｉｏｎ

１σｐｏｉｎｔｉｎｇ

ａｃｃｕｒａｃｙ／

μｒａｄ

Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ

ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎ／

μｒａｄ

Ｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎ

ｌｉｍｉｔ／μｒａｄ

Ｃｅｎｔｒｏｉｄ

ｌｉｍｉｔ／μｒａｄ

Ｑｕａｎｔｕｍ

ｌｉｍｉｔ／μｒａｄ

ＳＩＬＥＸ ２５０ ８４７ ３１．２５ ０．１２ ３．７５ ４．１３ ３．５３ １．０９

ＳＯＵＴ ７０ ８４７ ８．７５ １．２７ １１．１１ １４．８１ １２．６１ ３．８９

ＬＵＣＥ ２６０ ８４７ ２０ ０．２１ ４．２ ３．９７ ３．４０ １．０５

５　结　　论

由于亥姆霍兹方程与薛定谔方程具有等效性，

空间光场也是自由光子态函数；对远场光束进行点

聚焦的过程恰好是态函数从入射面的坐标表象转换

到焦平面动量表象的过程。透镜的有限孔径限制光

子态函数精确再现，导致空间角分辨率存在量子极

限，这一极限与衍射极限同为透镜的固有属性，在夫

朗禾费远场近似下，量子极限约为衍射极限的

２６％。研究表明，就光子在焦平面位置进行质心跟

踪，所能达到的经典极限分辨率近似为理想质心极

限，在系统设计时需要做出充分预留。
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