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摘要　基于标量衍射理论研究了二维周期物体自成像现象，进一步地扩展了二维周期物体的自成像条件。研究表

明，只要两个方向周期长度的平方满足整数比，就存在相应的周期夹角满足自成像要求；另一方面，只要两个方向

周期夹角的余弦值的平方是有理数，理论上也就能找到比例合适的周期长度实现自成像。分析了同一个二维周期

物体用不同的周期长度及夹角组合来表示时，这些组合之间的数值关系。根据这些关系，给出了判断两个不同的

周期长度及夹角的组合是否等价的方法。最后用数值模拟验证了相关的理论分析。
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１　引　　言

１８３６年泰伯（Ｔａｌｂｏｔ）发现了周期性物体的自

成像效应，即泰伯效应。随着近代光学的发展，人们

对泰伯效应进行了深入的研究［１～９］，并取得了广泛

的应用［１１～１３］。在原理解释方面，主要有干涉理论［１］

和标量衍射理论［２～７］。干涉理论对简单周期物体泰

伯效应解释得比较好，但是对复杂周期性物体的分

析比较困难［１］。相比较而言，标量衍射理论的解释

更具一般性［２～７］，分析方法也比较多，如分数傅里叶

变换［３，４］、科纽曲线［５］和光子学方法［６］等。其中光子

学方法以光的波粒二象性观点对泰伯效应进行分

析，用概率波对光栅的泰伯效应进行了研究，得到了

与常规方法相同的分析结果［６］。

在研究范围方面，在原来一维周期物体和整数

泰伯距离研究的基础上，二维周期物体（阵列）、分数

泰伯距离的成像规律也有了广泛的研究［８，９］。其

中，曲伟娟等指出二维斜周期阵列的泰伯距离与正

交周期阵列的泰伯距离不同，分数泰伯像的成像规

律也不同［８］。余飞鸿等指出了泰伯成像与平面周期

阵列的单元结构无关，仅由两方向的周期长度大小

以及夹角大小决定［９］，只要两个方向周期长度满足

整数比，就能获得一系列能实现自成像的角度。

大部分关于二维周期物体自成像的研究都是在

两个方向周期长度相等或者满足整数比的情况下讨
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论的。本文运用标量衍射理论对二维周期物体的自

成像进行详细研究，发现两方向周期长度不满足整

数比，但两方向周期长度平方满足整数比的某些情

况下，也能够实现自成像。这一发现进一步扩展了

二维周期物体自成像条件［９］。同时分析了同一个二

维周期物体用不同的周期长度及夹角组合来表示时

相互间的数值关系。根据这些关系，可以判断两个

不同的周期长度及夹角的组合是否是等价。最后数

值模拟验证了讨论的结果。

２　自成像条件的扩展

根据文献［９］中的思路，利用标量衍射理论，计

算出平面二维周期物体后的复振幅分布情况，然后

根据自成像的振幅分布与自成像物的振幅分布必须

一样的要求，导出实现自成像的条件，并对泰伯成像

条件进行了扩展。

图１（ａ）所示是典型的泰伯效应示意图。用波

长为λ的单色平行光照射满足一定条件的周期性透

射物体，则在物体后面会周期性地出现原周期物体

的像。图１（ｂ）所示的是二维周期物体的示意图，

犃犅方向和犃犇 方向的两组平行线交点是物体单胞

所在的位置，可表示为［１４］

犳（狓，狔，０）＝

犵（狓，狔）ｃｏｍｂ
狓ｓｉｎθ－狔ｃｏｓθ

犱１
，狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ

犱（ ）
２

，

（１）

式中犳（狓，狔，０）为二维周期物体的复振幅透射率，

犵（狓，狔）为二 维周 期物 体 单 胞 复 振 幅 透 射 率，

ｃｏｍｂ（·）为梳状函数，犱１，犱２（犱１ ≤犱２）为二维周期

物体两个方向的周期长度，θ为两个周期方向夹角

２θ（０＜２θ≤９０°）的一半，被狓轴平分， 代表卷积

运算。

图１ （ａ）泰伯效应示意图，（ｂ）二维周期物体示意图

Ｆｉｇ．１ （ａ）Ｔａｌｂｏｔｅｆｆｅｃｔ，（ｂ）ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐｅｒｉｏｄｉｃｏｂｊｅｃｔ

　　利用二维傅里叶变换的卷积性质、相似性以及ｃｏｍｂ（·）函数的相似性、可分离性，可得（１）式表示的二维

平面周期物体复振幅透射率傅里叶频谱为

犉（狌，狏，０）＝犉［犵（狓，狔）］犉 ｃｏｍｂ
狓ｓｉｎθ－狔ｃｏｓθ

犱１
，狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ

犱（ ）［ ］
２

＝

犉［犵（狓，狔）］－
犱１犱２

２ｓｉｎθｃｏｓθ
ｃｏｍｂ

犱１
２

狌
ｓｉｎθ

－
狏
ｃｏｓ（ ）θ ，

犱２
２

狌
ｓｉｎθ

＋
狏
ｃｏｓ（ ）［ ］θ

＝

犉［犵（狓，狔）］∑
∞

犿＝－∞
∑
∞

狀＝－∞

δ狌－
犿
犱１
－
狀
犱（ ）
２

ｓｉｎ［ ］θδ狏－ 犿
犱１
＋
狀
犱（ ）
２

ｃｏｓ［ ］｛ ｝θ ， （２）

式中犉［·］表示傅里叶变换，狌和狏表示两个方向的频率。由标量衍射理论可知，在菲涅耳衍射区内，物体

后狕处 光波复振幅傅里叶频谱分布犉（狌，狏，狕）为物体复振幅透射率频谱犉（狌，狏，０）与菲涅耳衍射传递函数

犎（狌，狏，狕）之积，其中菲涅耳衍射传递函数为ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ［－ｊπλ狕（狌
２
＋狏

２）］，λ是入射单色光的波长。将（２）

式代入菲涅耳衍射公式，并利用δ函数的乘法性质，可得物体后狕处观察平面上的衍射频谱分布为

犉（狌，狏，狕）＝犎（狌，狏，狕）犉（狌，狏，０）＝ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ［－ｊπλ狕（狌
２
＋狏

２）］×

犉［犵（狓，狔）］∑
∞

犿＝－∞
∑
∞

狀＝－∞

δ狌－
犿
犱１
－
狀
犱（ ）
２

ｓｉｎ［ ］θδ狏－ 犿
犱１
＋
狀
犱（ ）
２

ｃｏｓ［ ］｛ ｝θ ＝

犉［犵（狓，狔）］∑
∞

犿＝－∞
∑
∞

狀＝－∞

δ狌－
犿
犱１
－
狀
犱（ ）
２

ｓｉｎ［ ］θδ狏－ 犿
犱１
＋
狀
犱（ ）
２

ｃｏｓ［ ］θ｛ ×

３６５２
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ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ －ｊπλ狕
犿２

犱２１
＋
狀２

犱２２
－
２犿狀ｃｏｓ２θ
犱１犱（ ）［ ］｝

２

． （３）

　　 由二维傅里叶变换的可分离性以及乘法性质，对（３）式进行傅里叶反变换，可得在平面周期物体后狕处

的光波复振幅分布为

犳（狓，狔，狕）＝犵（狓，狔）∑
∞

犿＝－∞
∑
∞

狀＝－∞

ｅｘｐｊ２π
犿（狓ｓｉｎθ－狔ｃｏｓθ）

犱１
＋
狀（狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ）

犱（ ）［ ］｛
２

×

ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ －ｊπλ狕
犿２

犱２１
＋
狀２

犱２２
－
２犿狀ｃｏｓ２θ
犱１犱（ ）［ ］｝

２

，　犿，狀∈犣． （４）

这个结果和文献［９］中的结果相一致。根据ｃｏｍｂ（·）函数的傅里叶级数表示形式ｃｏｍｂ（狓／τ）＝

∑
＋∞

犿＝－∞

ｅｘｐ －ｊ２π犿狓／（ ）τ 可以发现 （１）式和 （４）式形式相近，只是累加项中多了一个二次相位因子

ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ －ｊπλ狕 犿
２／犱２１＋狀

２／犱２２－ ２犿狀ｃｏｓ２（ ）θ／犱１犱（ ）［ ］｛ ｝２ 。为了实现自成像，必须使得该相位因子是

一个与犿，狀无关的常数，也就是要使

犉（犿，狀）＝λ狕
犿２

犱２１
＋
狀２

犱２２
－
２犿狀ｃｏｓ２θ
犱１犱（ ）

２
＝
λ狕

犱２１犽２
犿２犽２＋狀

２犽１－２犿狀ｃｏｓ２θ 犽２犽槡（ ）１ ＝犾，　犿，狀∈犣 （５）

式中犾表示偶数，犽１，犽２ 是使犱
２
１犽２ ＝犱

２
２犽１ 成立的最小正整数。（５）式是一个多值方程，令

狕＝狕Ｔ ＝
２狆犱

２
１犽２

λ
，　狆∈犣

＋ （６）

则（５）式中的犉（犿，狀）可以化成

犉（犿，狀）＝２狆 犿
２犽２＋狀

２犽（ ）１ －４狆犿狀ｃｏｓ２θ 犽１犽槡 ２，　犿，狀∈犣 （７）

要使（５）式成立，必须使（７）式中的４狆犿狀ｃｏｓ２θ 犽１犽槡 ２在犿，狀取任何整数时都为偶数，就是使２狆ｃｏｓ２θ 犽１犽槡 ２

为整数，即

２狆ｃｏｓ２θ 犽１犽槡 ２ ＝狇，　狇∈犣，０≤狇＜２狆 犽１犽槡 ２ （８）

在（６）式和（８）式的条件下，平面周期物体后狕处的光波复振幅分布如（９）式所示

犳（狓，狔，狕）＝犵（狓，狔）∑
∞

犿＝－∞
∑
∞

狀＝－∞

ｅｘｐｊ２π
犿（狓ｓｉｎθ－狔ｃｏｓθ）

犱１（［｛ ＋

狀（狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ）

犱 ）］
２

ｅｘｐ（ｊ犽狕）ｅｘｐ －ｊ２π犿
２犽２狆＋狀

２犽１狆－犿狀（ ）［ ］｝狇 ＝

ｅｘｐ（ｊ犽狕）犵（狓，狔）ｃｏｍｂ
狓ｓｉｎθ－狔ｃｏｓθ

犱１
，狓ｓｉｎθ＋狔ｃｏｓθ

犱（ ）
２

，　犿，狀，犽１，犽２，狆，狇∈犣 （９）

这时就能实现二维周期物体的自成像。与文献［９］类

似，（６）式和（８）式分别是自成像距离条件和角度限制

条件；但是不同的是，本文并没有要求周期长度为整

数比，而只要求周期长度的平方满足整数比这样自成

像的条件就进一步放宽了，这也是本文的主要贡献。

在周期长度犱１，犱２ 以及周期夹角２θ已知的情

况下，狆，狇互质时，（６）式所示的距离狕Ｔ 就是能清晰

成像的最小距离，也就是最小泰伯距离。值得注意

的是，前面的结论是在菲涅耳衍射的前提下推导出

来的，因此最小泰伯距离必须在菲涅耳衍射区内才

有意义。表１所示的是两个方向的周期长度的比值

可以表示成两个整数比时狆，狇取不同的互质整数

得到的平面周期物体的夹角；表２所示的是两个方

向的周期长度不满足整数比，但是周期长度的平方

的比值可以表示成两个整数比时，狆，狇取不同的互

质整数得到的平面周期物体的夹角。

从表１和表２中可以看出：

１）表中每一行中的所有角度代表了在周期长

度的比例确定的情况下，能清晰成像的所有角度。

例如，对于两个已有的光栅，相应的行就代表了它们

能清晰自成像的夹角。

２）在犱２１犽２ 都相等的情况下，每一列的所有角

度代表了在最小自成像距离相等时，不同周期长度

比例对应的夹角。

３）随着周期长度比例限制条件的放宽，能够实

现自成像的周期夹角得到了扩展，如表２所示。理

论上只要一个角度的余弦值的平方为有理数，就能

找到相应的犱１／犱２ 实现自成像。

４６５２



９期 严欣欣等：　二维周期物体自成像条件的扩展

４）某些不同的周期长度、夹角组合所表示的二维

周期物体在几何排列上是等价的。例如表１中

犱１／犱２＝１／１，狆＝２，狇＝３，２θ＝４１．４°表示的二维周期物

体和表２中犱１／犱２＝１／槡２，狆＝１，狇＝１，２θ＝６９．３°表示的

二维周期物体在不考虑缩放比例的情况下是等价的。

表１ 周期长度的比值满足整数比时的平面周期物体的夹角

Ｔａｂｌｅ１ Ａｎｇｌｅｓｗｈｅｎｔｈｅｒａｔｉｏｏｆｐｅｒｉｏｄｌｅｎｇｔｈｓｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓａｑｕｏｔｉｅｎｔｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓ

犱１／犱２ 狆 １ ２ ３ ４

１／１
狇 ０，１ １，３ １，２，４，５ １，３，５，７

２θ／（°）９０．０，６０．０ ７５．５，４１．４ ８０．４，７０．５，４８．２，３３．６ ８２．８，６８．０，５１．３，２９．０

１／２

狇 ０，１，２，３ １，３，５，７ １，２，４，５，７，８，１０，１１ １，３，５，７，９，１１，１３，１５

２θ／（°）９０．０，７５．５，６０．０，４１．４ ８２．８，６８．０，５１．３，２９．０
８５．２，８０．４，７０．５，６５．４，

５４．３，４８．２，３３．６，２３．６

８６．４，７９．２，７１．８，６４．１，

５５．８，４６．６，３５．７，２０．４

表２ 周期长度平方的比值满足整数比时的平面周期物体的夹角

Ｔａｂｌｅ２ Ａｎｇｌｅｓｗｈｅｎｔｈｅｒａｔｉｏｏｆｓｑｕａｒｅｐｅｒｉｏｄｌｅｎｇｔｈｓｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓａｑｕｏｔｉｅｎｔｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓ

犱１／犱２ 狆 １ ２ ３ ４

１／槡２

狇 ０，１，２ １，３，５ １，２，４，５，７，８ １，３，５，７，９，１１

２θ／（°）９０．０，６９．３，４５．０ ７９．８，５８．０，２７．９
８３．２，７６．４，６１．９，

５３．９，３４．４，１９．５

８４．９，７４．６，６３．８，

５１．８，３７．３，１３．５

１／槡３

狇 ０，１，２，３ １，３，５ １，２，４，５，７，８，１０ １，３，５，７，９，１１，１３

２θ／（°）９０．０，７３．２，５４．７，３０．０ ８１．７，６４．３，４３．８
８４．５，７８．９，６７．４，６１．２，

４７．７，３９．７，１５．８

８５．９，７７．５，６８．８，５９．７，

４９．５，３７．５，２０．２

槡２／槡３

狇 ０，１，２，３，４ １，３，５，７，９ １，２，４，５，７，８，１０，１１，１３，１４
１，３，５，７，９，１１，１３，１５，１７，

１９

２θ／（°）
９０．０，７８．２，６５．９，５２．２，

３５．３

８４．１，７２．２，５９．３，

４４．４，２３．３

８６．１，８２．２，７４．２，７０．１，

６１．６，５７．０，４７．１，４１．５，

２７．８，１７．７

８７．１，８１．２，７５．２，６９．１，

６２．７，５５．９，４８．４，４０．１，

２９．８，１４．２

１／槡５

狇 ０，１，２，３，４ １，３，５，７ １，２，４，５，７，８，１０，１１，１３ １，３，５，７，９，１１，１３，１５，１７

２θ／（°）
９０．０，７７．１，６３．４，４７．９，

２６．６
８３．６，７０．４，５６．０，３８．５

８５．７，８１．４，７２．７，６８．１，

５８．６，５３．４，４１．８，３４．９，

１４．３

８６．８，８０．３，７３．８，６７．０，

５９．８，５２．１，４３．４，３３．０，

１８．１

３　排列等价性的讨论

同一个二维周期物体，可以表示成不同的周期

长度、周期夹角的组合，反映在图２中就是不同平行

线的组合（平行线交点为物体单物的位置）。如图２

所示的由犃犉方向与犃犇 方向平行线表示的二维周

期物体，同样可以由犃犉方向平行线与犇犉 方向或

犃犈 方向的平行线相交得到，也可以由犃犇 方向平

行线与犇犉 方向或犃犈 方向的平行线相交得到。

图２ 同一个二维周期物体的不同表示方法

Ｆｉｇ．２ Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅｓａｍｅｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｂｊｅｃｔ

在这些等价组合中，周期长度、周期夹角之间满

足一定的数值关系。图２中如果能找出犃犉方向与

犃犇 方向平行线构成的最小平行四边形犃犇犈犉 中

这几组等价组合间的数值关系，则在其他平行线组

合构成的最小平行四边形中，也可以得到相应等价

组合间的数值关系。在所有的等价组合中，有且只

有唯一的一个平行线组合，其所构成的最小平行四

边形的边长是所有等价组合中最短的。根据这个唯

一性以及等价的传递性，可以判断任意两个平行线

组合是否等价。下面讨论犃犉，犃犇方向平行线组合

与犃犉，犇犉方向平行线组合之间的等价关系，其他

的几组等价关系可以用相同的方法进行分析。设

犱２１
犱２２
＝
犃犇２

犃犉２
＝
犔１
犔２
，　犔１，犔２ ∈犣

＋ （１０）

犱２１
犱２３
＝
犇犉２

犃犉２
＝
犕１
犕２
，　犕１，犕２ ∈犣

＋ （１１）

式中犱１，犱２，犱３ 是图２中所标注的平行线间的距离，

即相应的周期长度；犔１，犔２，犕１，犕２是满足（１０）式和

（１１）式的最小正整数。考虑使用犃犉 方向平行线与

５６５２
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犃犇 方向平行线相交来表示二维周期物体的情况。

在Δ犃犉犇 中，由余弦定理求出 ∠犇犃犉 的余弦值并

和（８）式中表示的余弦值进行比较，可以得到

犔１＋犔２－犔２犕１／犕２ ＝狇ＤＡＦ／狆ＤＡＦ， （１２）

狆犇犃犉 ∈犣
＋，狇犇犃犉 ∈犣

式中狆ＤＡＦ，狇ＤＡＦ是满足（１２）式的最小整数。由于犕１，

犕２ 互质，所以

狆ＤＡＦ ＝
犕２

ｇｃｄ（犔２，犕２）
，

狇ＤＡＦ ＝
犔１犕２＋犔２犕２－犔２犕１

ｇｃｄ（犔２，犕２）

烅

烄

烆
，

（１３）

式中ｇｃｄ（犔２，犕２）表示犔２ 和犕２ 的最大公约数。将

（１３）式代入（６）式可得此时最小泰伯距离

狕ＤＡＦ ＝
２狆ＤＡＦ犱

２
１犔２

λ
＝

２犱２１犔２犕２

ｇｃｄ（犔２，犕２）λ
， （１４）

同理，如果考虑犃犉方向平行线与犇犉方向平行线相

交来表示二维周期物体的情况，可以得到

狆ＢＡＣ ＝
犔２

ｇｃｄ（犔２，犕２）
，

狇ＢＡＣ ＝
犔２犕１＋犔２犕２－犔１犕２

ｇｃｄ（犔２，犕２）

烅

烄

烆
，

（１５）

将（１５）式代入（６）式可得

狕ＢＡＣ ＝
２狆ＢＡＣ犱

２
１犕２

λ
＝

２犱２１犔２犕２

ｇｃｄ（犔１，犕１）λ
． （１６）

　　比较（１４）式和（１６）式可以发现，两种表示方法

的最小泰伯距离一样，和实际相符合。同时，（１３）式

和（１５）式表示了两组等价表示中狆，狇的相互关系。

至此犃犉，犃犇 方向平行线组合与犃犉，犇犉 方向平行

线组合之间的等价关系讨论完毕。同理，本节开头指

出的其他几组等价关系可以用类似的方法进行讨

论，这里不再赘述。

４　模拟结果

为了验证周期长度比例不满足整数比，但是周

期长度平方满足整数比的情况下也能够实现自成

像，对周期长度比例为１／槡２和１／槡３的情况下正交与

非正交的四组情况进行了模拟。模拟结果如图３所

示。图３中的每一行代表一种二维周期物体及其在

不同位置的成像。第一列表示二维周期物体，其他

６列中列的位置代表了像面的位置，其中狕Ｔ 是（４）

式中所示的最小泰伯距离。

从图３中可以看出，在最小泰伯距离狕＝狕Ｔ 处

所成的像和狕＝０处的像面完全相同，而在其他狕＝

狕Ｔ／６，狕Ｔ／５，狕Ｔ／４，狕Ｔ／３，狕Ｔ／２五个位置所成像相对

于原物体都发生了平移、倍频或叠加。这验证了本

文理论计算出的最小泰伯距离的正确性。

图３中的第一行是犱１／犱２＝１／槡２，２θ＝９０°时的

结果，在１／２泰伯距离处所成的像相对于原物体在

竖直方向上发生了半个周期的平移，而在水平方向

没有发生平移。图３中的第三行是犱１／犱２＝１／槡３，

２θ＝９０°时的成像结果。同样是正交的二维周期物

体，其在１／２泰伯距离处所成的像相对于原物体在

水平和竖直方向上都发生了半个周期的平移。可见

周期长度比例不同，正交二维周期物体的分数泰伯

像的性质也不同。

图３中的第二、四行分别是犱１／犱２＝１／槡２，２θ＝

６９．３°和犱１／犱２＝１／槡３，２θ＝６４．３°时的结果。在１／２

泰伯距离处所成的像相对于原物体在水平和竖直方

向上没有发生平移，但是都发生了二倍频。可见正交

和斜交二维周期物体分数泰伯像的性质有较大不同。

图３ 周期长度平方满足整数比时的二维周期物体的泰伯像

Ｆｉｇ．３ Ｔａｌｂｏｔｉｍａｇｅｏｆｐｅｒｉｏｄｉｃｏｂｊｅｃｔｗｈｅｎｔｈｅｓｑｕａｒｅｒａｔｉｏｏｆｐｅｒｉｏｄｌｅｎｇｔｈｓｃａｎｂｅｅｘｐｒｅｓｓｅｄａｓａｑｕｏｔｉｅｎｔｏｆｉｎｔｅｇｅｒｓ
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５　结　　论

研究了二维周期物体的自成像条件，得出只要

周期的平方满足整数比，就存在可成清晰泰伯像的

夹角；同样只要夹角余弦的平方是有理数，理论上也

就能找到合适的周期比例。分析了同一个二维周期

物体用不同的周期长度及夹角组合来表示时，这些

组合之间的数值关系。根据这些关系，可以判断两

个不同的周期长度及夹角的组合是否是等价的。模

拟结果证明了给出的二维周期物体自成像条件的正

确性。
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