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初始波前曲率对强非局域介质中光束演化的影响

王玉青　钟东洲　黄　东
（五邑大学信息工程学院，广东 江门５２９０２０）

摘要　通过变分法，研究了在真实的非局域介质中当响应函数为ｅ指数衰减型时具有初始波前曲率的光束的传输

特性，并得到了光束各参数演化的解析解。研究发现，不论初始输入功率大小如何，正的初始波前曲率均会导致光

束先展宽，而负的初始波前曲率则导致光束先压缩。对于具有不同初始波前曲率的光束，在某一确定的输入功率

处，其束宽的演化曲线周期性的相交，而这些交点处恰是无初始波前曲率的光束压缩或展宽的极值处，通过和

Ｓｎｙｄｅｒ等提出的强非局域孤子模型的结果进行了比较，发现这种现象是ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ的线性模型中所不存

在的。
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１　引　　言

非局域介质中，空间光孤子的传输由非局域非

线性薛定谔方程（ＮＮＬＳＥ）描述。自从Ｓｎｙｄｅｒ和

Ｍｉｔｃｈｅｌｌ
［１］的革命性创举后，由于其在全光信息处理

方面的潜在应用［２，３］，无论是从理论上［４～１２］还是实

验上［１３～１５］空间光孤子都得到了广泛的研究。

迄今为止，对光孤子的研究主要集中在束腰入

射的情况，而实际上使光束完全在束腰处入射非常

困难。郭旗等［６］在对ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型中有初

始波前曲率的光束的传输特性进行研究后发现：当

光束的初始波前曲率不为零时，即使在临界功率处

入射也不存在孤子状态传输，因此初始波前曲率在

光束的演化过程中起着举足轻重的作用，不能被忽

略。众所周知，当初始入射功率小于（或大于）临界

功率时光束将会先展宽（或压缩）［１，４］，并且据文献

［６，１６］知，正的波前曲率将使展宽效应大于压缩效

应而使光束先展宽，而负的波前曲率将使压缩效应

大于展宽效应而使光束先压缩，但是这些结果的得
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出都基于非线性响应函数为高斯分布情况，那么若

响应函数为ｅ指数衰减型分布光束又将如何演化，

本文将对具有初始波前曲率的光束在此类介质中的

传输特性进行详细研究。

２　传输模型

傍轴光束在非局域非线性介质中的传输遵循非

局域非线性薛定谔方程［４，１６，１７］

ｉ
ψ
狕
＋
１

２

２

ψ
狓

２＋ψ∫犚（狓－狓′）ψ（狓′，狕）
２ｄ狓′＝０，

（１）

式中ψ（狓，狕）为归一化的傍轴近似光束函数，狓是按光

束初始束宽归一化之后的横向空间坐标，狕是按瑞利

距离归一化的纵向传输坐标，犚（狓）是实对称的非线

性响应函数，且犚（狓）满足归一化条件∫犚（狓）ｄ狓＝１。
对于（１＋１）维的向列相液晶，响应函数具有ｅ指数

衰减型犚（狓）＝
１

２犪ｍ
ｅｘｐ －

狓
犪（ ）
ｍ

，其中犪ｍ 代表响应

函数的特征宽度，犪ｍ 越大，非局域程度越强，反之

越弱。

３　解析结果

尽管ｅ指数的响应函数在其中心处不可导，强

非局域情况下仍可将其进行泰勒展开，则犚（狓）的表

达式变为［１７］

犚（狓）≈
１

２犪ｍ
１－

狓
犪ｍ

＋
狓２

２犪２（ ）
ｍ

． （２）

　　已有研究表明，强非局域介质中稳定传输的光

束具有高斯型分布，因此，假设方程（１）具有高斯型

试探解：

ψ（狓，狕）＝犃（狕）ｅｘｐ －
狓２

２犪（狕）２
＋ｉ犮（狕）狓

２
＋ｉθ（狕［ ］），

（３）

式中犪（狕）为光束的束宽，犮（狕）为光束的波前曲率，

犃（狕）为试探解的振幅，θ（狕）为试探解的相位。

根据变分原理，方程（１）可由如下的拉格朗日密

度函数描述［８，９，１２，１７］：

犔ｄ＝
ｉ

２ ψ
 ψ
狕
－ψ
ψ



（ ）狕 －
１

２

ψ
狓

２

＋

１

２ ψ
２

∫犚（狓－狓′）ψ（狓′，狕）
２ｄ狓′． （４）

将（２）式和（３）式代入方程（４），对横向坐标进行积分

并运用变分法可得各试探解参数所服从的拉格朗日

欧拉方程，经整理可得各参数满足 的 演 化 方

程［８，９，１２，１７］：

犃２ ＝
犘０

槡π犪
， （５）

ｄ犪
ｄ狕
＝２犪犮， （６）

ｄθ
ｄ狕
＝－

１

２犪２
－
犘０
８犪３ｍ

４槡π犪
２
ｍ－ 槡３ ２犪ｍ犪＋槡π犪（ ）２ ，

（７）

ｄ２犪

ｄ狕２
＝
１

犪３
－

犘０

２槡π犪
３
ｍ

槡２犪ｍ－槡π（ ）犪 ． （８）

方程（８）可等效为经典力学中的牛顿第二定律，其中

等效粒子的质量为１，犪和狕分别可等效为空间和时

间坐标，等效力犉＝
１

犪３
－
犘０

２槡π犪
３
ｍ

槡２犪ｍ－槡π（ ）犪 ，由

于犉为保守力，则等效势能犞 可由保守力犉 推导得

出［４］犉（犪）＝－ｄ犞（犪）／ｄ犪。

如果光束恰在其束腰处入射，则光束的初始曲

率半径为无穷大，因此其初始曲率为零，束宽函数的

切线方向和传输方向相平行，初始速度ｄ犪
ｄ狕 狕＝０

＝０，

此时若犉＝０，则光束在演化过程中其束宽将保持不

变，即犪＝１，从而形成空间光孤子状态，称此时光束

的功率为临界功率，有犘ｃ＝
２槡π犪

３
ｍ

槡２犪ｍ－槡π
；若光束偏

离其束腰处入射，则光束的曲率半径和曲率值均为

有限值，束宽函数的切线方向和传输方向不相平行，

则初始速度ｄ犪
ｄ狕 狕＝０

＝犅≠０，此时若犉＝０，光束将具

有初始动能犜０＝犅
２／２。考虑一般情况，即犅≠０时

光束的传输特性。

根据能量守恒原理犜＋犞＝犜０，可得
［４，１７］：

１

２

ｄ犪
ｄ（ ）狕

２

＋

１

２

３

犪４ｂ
－
犘０
２犪３（ ）

ｍ

（犪－犪ｂ）
２
－（１－犪ｂ）［ ］２ ＝

犅２

２
，（９）

式中犪ｂ＝－
１

２
σ
２
－
σ
２

４
＋槡（ ）狋 －１２槡δ，σ＝－２犪ｍ２槡π，

δ＝ σ
２
－
σ
２

４
＋槡（ ）狋

２

－２狋＋
σ狋

σ
２

４
＋槡 狋

，

狋＝

３

狇
２
＋
狆
３

２７
＋
狇
２

槡槡 ４
－

３

－
狇
２
＋
狆
３

２７
＋
狇
２

槡槡 ４
，

狆＝－
８犪３ｍ
犘０
，　狇＝

４犪５ｍ

π犘０
。解方程（９）可得光束束宽的

演化满足如下规律：

８７３２
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犪（狕）＝犪ｂ＋
犅

β
ｓｉｎ（β狕）＋（１－犪ｂ）ｃｏｓ（β狕），

（１０）

式中β＝
３

犪４ｂ
－
犘０
２犪３槡 ｍ

。

将（１０）式代入方程（６）和（７）中可分别解得

参数：

犮（狕）＝
犅ｃｏｓ（β狕）－β（１－犪ｂ）ｓｉｎ（β狕）

２犪ｂ＋
犅

β
ｓｉｎ（β狕）＋（１－犪ｂ）ｃｏｓ（β狕［ ］）

，

（１１）

θ（狕）＝－
犅β犪ｂ［１－ｃｏｓ（β狕）］＋ 犅２＋β

２（１－犪ｂ［ ］）ｓｉｎ（β狕）

２［犅２＋β
２（１－犪ｂ）］［β犪ｂ＋犅ｓｉｎ（β狕）＋β（１－犪ｂ）ｃｏｓ（β狕）］

＋

β
２犪ｂ ａｒｃｔａｎ

犅

－犅
２
－β

２
＋２β

２犪槡（ ）
ｂ

－ａｒｃｔａｎ
犅＋（２犪ｂ－１）ｔａｎ（β狕／２）

－犅
２
－β

２
＋２β

２犪槡
［ ］｛ ｝

ｂ

（－犅
２
－β

２
＋２β

２犪ｂ）
３／２ －

槡π犘０犅（１－犪ｂ）ｃｏｓ（２β狕）

１６β
２犪３ｍ

＋
槡π犘０［β

２（犪ｂ－１）
２
－犅

２］ｓｉｎ（２β狕）

３２β
３犪３ｍ

－

［犅犘０ｃｏｓ（β狕）－β犘０（１－犪ｂ）ｓｉｎ（β狕）］２槡π犪ｂ－ 槡３ ２犪（ ）ｍ
８β

２犪３ｍ
＋
槡π犘０狕
２犪ｍ

＋

槡π犘０［犅（１＋犅狕＋３犪ｂ）＋β
２狕（１－２犪ｂ＋３犪

２
ｂ）］－ 槡６ ２犪ｍ犘０（犅＋β

２犪ｂ狕）

１６β
２犪３ｍ

． （１２）

　　初始狕＝０时，犮（０）＝犅／２，θ（０）＝０，所以光束的

初始相位为φ（０）＝犅／２狓
２。将方程（１０）～（１２）代入

到方程（３）中可得到解的具体形式，其中犪，犮和θ分

别由方程（１０），（１１）和（１２）表示。狕＝０时满足初始

条件：

ψ（狓，０）＝犃（０）ｅｘｐ －
狓２

２犪（０）２
＋ｉ犮（０）狓［ ］２ ．

（１３）

４　对解析结果的讨论

由以上分析可看出，当犅→０时，此结果和文献

［１７］的结果一致，此时若初始入射功率犘０ 等于临

界功率犘ｃ，光束即保持孤子状态传输，但是对于更

普遍的情况犅≠０时，光束在传输过程中将具有和

孤子不同的特性。

４．１　波前曲率对光束演化的影响

光束束宽的演化如图１所示。为方便，以下所

有图中保持非局域长度犪ｍ＝１０不变。

由图１分析可知，无论初始入射功率多大，对于

正的波前曲率，光束均会先展宽，而对于负的波前曲

率，光束均会先压缩，波前曲率越大，光束展宽得越

厉害，反之则压缩得越厉害。这一结论和高斯响应

情况一致［６］。

图１ 当 （ａ）犘０／犘ｃ＝０．８，（ｂ）犘０／犘ｃ＝１和（ｃ）犘０／犘ｃ＝１．２时束宽的演化图

Ｆｉｇ．１ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｆｏｒ（ａ）犘０／犘ｃ＝０．８，（ｂ）犘０／犘ｃ＝１ａｎｄ（ｃ）犘０／犘ｃ＝１．２

　　由图１还可看出，具有不同初始波前曲率的光

束的束宽曲线周期性相交，而这些交点恰是零初始

曲率的光束压缩或展宽的极值点。这一现象可由方

程（１０）解释：当初始波前曲率为零时，犅＝０，则光束

９７３２
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束宽的演化满足：犪０（狕）＝犪ｂ＋（１－犪ｂ）ｃｏｓ（β狕），从

中可知，光束束宽在犣ｓ＝犽π／β，（犽＝０，１，２，…，犖）

处达到极值，即：若初始入射功率犘０ 大于临界入射

功率犘ｃ，当犽为偶数时犪０（狕）取最大值１，而当犽为

奇数时，犪０（狕）取最小值２犪ｂ－１。与此同时，在这些

极值点犣ｓ＝犽π／β，（犽＝０，１，２，…，犖）处，ｓｉｎ（β犣ｓ）＝

０，此时恰有犪０（犣ｓ）＝犪（犣ｓ），所以具有初始波前曲

率的光束的束宽演化曲线必然周期性相交，而在这

些交点处零初始曲率的光束恰展宽或压缩至其

极值。

４．２　入射功率对光束演化的影响

由图２可得，即便初始入射功率大于临界功率，

对于正的波前曲率，光束仍然会先展宽，反之，若初

始入射功率小于临界功率，对于负的波前曲率，光束

也仍然会先压缩。由此可得：在ｅ指数响应的非局

域介质中，不论初始入射功率大小如何，正的波前曲

率总使光束先展宽，而负的波前曲率总使光束先压

缩。此结果也和高斯响应情况一致［６］。

图２ 当（ａ）犅＝０．５和（ｂ）犅＝－０．５时束宽的演化

Ｆｉｇ．２ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｆｏｒ（ａ）犅＝０．５ａｎｄ（ｂ）犅＝－０．５

４．３　与ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型结果的比较

以上已讨论了响应函数在其中心处不可导的情

况，但在ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型中，响应函数在其中

心处二阶可导，其束宽表达式具有如下形式［６］：

犪（狕）＝
犅２＋τ＋１
２τ

＋

犅

槡τ
ｓｉｎ２槡τ（ ）狕 ＋－犅

２
＋τ－１
２τ

ｃｏｓ２槡τ（ ）狕 ，（１４）

式中τ＝犘０／犘ｃ。

初始波前曲率为零时其束宽的表达式为

犪０（狕）＝
τ＋１
２τ

＋
τ－１
２τ
ｃｏｓ２槡τ（ ）狕 ． （１５）

　　若不同初始波前曲率的光束的束宽曲线同样能

周期性相交，则须满足条件犪（犣ｓ）＝犪０（犣ｓ），从

而有：

犣ｓ＝
１

２槡τ
ａｒｃｓｉｎ －

犅

４τ＋犅槡（ ）２ －ａｒｃｔａｎ －犅２槡（ ）［ ］
τ

．

（１６）

　　在某一确定的输入功率处（τ为常数），若使具

有任意的初始波前曲率犅的光束的束宽曲线周期

性相交，犣ｓ须为周期函数，而由（１６）式中可得，反正

弦和反正切函数均为单调函数，所以犣ｓ不可能为周

期函数，进而在ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型中也不存在这

样的点使得有初始波前曲率的光束周期相交于无初

始波前曲率的光束压缩或展宽的极值处。

４．４　与数值模拟结果的比较

为验证解析结果的正确性，下面将利用分布傅

里叶方法［１８］对非局域非线性薛定谔方程（１）进行数

值模拟，设初始输入具有形式

ψ（狓，０）＝犃ｅｘｐ － （１－ｉ犅）狓［ ］２ ／｛ ｝２ ，

其中归一化振幅犃 由方程（５）决定，为清晰起见，

图３仅给出数值模拟结果，从中可得：对于某一确定

的入射功率，数值结果显示，初始曲率不为零的光束

周期性相交，而此交点恰为零初始曲率的光束压缩

或展宽的极值点，和所得到的解析结果一致。

图４显示犘０＝犘ｃ 时数值结果和解析结果的对

比，犅＝０．１和犅＝０．３时光束先展宽；犅＝０时光束束

宽不变；犅－０．１和犅＝－０．３时光束先压缩。从中可

看出在犅＝０处光束保持孤子状态传输，解析结果和

数值结果吻合得很好。当犅＝±０．１时，图４（ａ）显示

解析结果和数值结果相一致，随着｜犅｜的增加，解析解

逐渐偏离数值解，如图４（ｂ）犅＝±０．３时所示。这是

因为势能的具体表达式的得出是通过在平衡点犪ｂ 处

展开犞（犪）近似而得
［１７］，所以｜犅｜值越大，偏离平衡点

越远，此种近似也将不再精确。

０８３２
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图３ 当（ａ）犘０／犘ｃ＝０．８５和（ｂ）犘０／犘ｃ＝１．２时光束束宽的演化

Ｆｉｇ．３ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｆｏｒ（ａ）犘０／犘ｃ＝０．８５ａｎｄ（ｂ）犘０／犘ｃ＝１．２

图４ 当犘０／犘ｃ＝１时光束束宽的演化

Ｆｉｇ．４ Ｅｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｂｅａｍｗｉｄｔｈｆｏｒ犘０／犘ｃ＝１

５　结　　论

利用变分法研究了ｅ指数衰减响应的非局域介

质中具有初始波前曲率的光束演化的解析解。发现

无论初始输入功率大小如何，若初始波前曲率为正，

光束总是先展宽，而若初始波前曲率为负，光束则总

是先压缩。对于某一确定的输入功率，具有不同初

始波前曲率的光束的束宽曲线均周期性相交，而这

些交点处恰为无初始波前曲率的光束压缩的最小值

点处或展宽的最大值点处，此种现象是在Ｓｎｙｄｅｒ

Ｍｉｔｃｈｅｌｌ的线性模型中所没有的。
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ｉｎｄｕｃｅｄｂｙｉｎｉｔｉａｌｐｈａｓｅｆｒｏｎｔｃｕｒｖａｔｕｒｅｓｉｎｓｔｒｏｎｇｌｙｎｏｎｌｏｃａｌ

ｍｅｄｉａ［Ｊ］．犘犺狔狊．犚犲狏．犃，２００７，７６（４）：０４３８３３

１７Ｌ．Ｃａｏ，Ｙ．Ｚｈｕ，Ｄ．Ｌｕ犲狋犪犾．．Ｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｎｏｎｌｏｃａｌｏｐｔｉｃａｌ

ｓｏｌｉｔｏｎｓｉｎｌｏｓｓｙｍｅｄｉａｗｉｔｈｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌｄｅｃａｙｒｅｓｐｏｎｓｅ［Ｊ］．犗狆狋．

犆狅犿犿狌狀．，２００８，２８１（１９）：５００４～５００８

１８Ｇ．Ｐ．Ａｇｒａｗａｌ．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＦｉｂｅｒＯｐｔｉｃｓ（ＴｈｉｒｄＥｄｉｔｉｏｎ）［Ｍ］．

Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＡｃａｄｅｍｉｃＰｒｅｓｓ，２００１．５１～５５

２８３２


