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自由曲面零补偿计算全息图离散相位的犅样条拟合
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摘要　在设计自由曲面光学元件零补偿检测的计算全息图（ＣＧＨ）时，利用光线追迹可得到散乱分布的离散相位

点，需通过插值得到连续的相位分布函数，以计算ＣＧＨ刻线位置。采用双三次Ｂ样条插值法，对散乱分布的离散

相位点进行拟合并用较少的采样点满足精度要求。利用双三次Ｂ样条的矩阵表达式及ＣＧＨ加工相位函数在所加

载频方向单调递增的性质，简化了求解插值曲面与狓狔平行平面精确交线的方法，高精度地求取了相位型ＣＧＨ的

上下沿刻线位置。最后给出了一例用于自由曲面干涉零补偿检测的ＣＧＨ图样。
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１　引　　言

随着信息技术和机械加工技术的发展，自由曲

面光学元件已越来越多地应用在集成的光学系统

中［１，２］，但测量技术的落后限制着自由曲面光学元

件的应用。干涉零补偿方法已经广泛应用于非球面

光学元件的加工检测中［３～９］。将零补偿方法应用于

光学自由曲面，其中一个难点是补偿用计算全息图

（ＣＧＨ）的设计。目前有两种设计方法：１）根据自由

曲面的数学表达式，推导ＣＧＨ的相位补偿函数
［１０］；

２）以几何光学为基础，编写光线追迹程序计算ＣＧＨ

上每点的相位补偿量［１１］。其中第二种方法适用范

围更广，但得到的是离散相位分布，为了得到ＣＧＨ

的加工数据，需要拟合得到连续的相位分布。光线

追迹法得到的相位点通常是在拓扑矩形域内分布，

且间隔散乱。多项式拟合需凭经验选取项数，且阶

次较高时算法不稳定并且精度有可能降低。双三次

Ｂ样条曲面已用于拟合计算全息的相位函数，Ｂ样

条曲面是二阶连续的，阶次低（三次），拟合算法简

单、稳定，精度高于多项式曲面［１２］。制作相位型

ＣＧＨ时，需要精确求解出刻线位置；对于双三次Ｂ
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样条插值曲面，就涉及到参数曲面与平面求交的问

题。常见的精确求交算法有离散分割法和数值迭代

法。离散分割法精度较低，所需存储量大；而数值迭

代法不可避免的问题是初值选取和迭代收敛性［１３］。

在自由曲面检测的零补偿ＣＧＨ设计中，光线追

迹得到的补偿相位数据点通常是在拓扑矩形域内分

布，且间隔散乱。为此本文采用双三次Ｂ样条曲面插

值得到了连续的加工相位函数，并可用较少的采样点

满足精度要求。利用ＣＧＨ的加工相位函数沿载频方

向单调递增的性质以及双三次Ｂ样条的矩阵表达式，

简化了双三次Ｂ样条曲面与狓 狔平行平面的精确求

交算法，通过求解一系列初值范围已知的一元三次方

程，得到了ＣＧＨ精确的刻线位置。

２　零补偿检测技术简述

典型的干涉零补偿检测光路如图１所示。干涉

仪测量臂上的球面波经零补偿ＣＧＨ透射和待测面

反射并经ＣＧＨ 再次衍射后，通过针孔返回干涉仪

的波前是携带了待测面加工误差信息的球面波，与

参考臂的标准平面或球面波前干涉，分析干涉图可

以得到待测面的加工误差信息。零补偿ＣＧＨ的设

计，包括计算相位补偿量和刻线位置，是自由曲面零

补偿检测中的关键问题。

图１ 透射式ＣＧＨ零补偿检测的光路图

Ｆｉｇ．１ ＯｐｔｉｃａｌｌａｙｏｕｔｓｏｆｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｎｕｌｌＣＧＨｔｅｓｔ

选择满足采样定理的采样点，对待测面上进行均

匀采样。计算采样点处光线的相对相位差，可得到

ＣＧＨ面上的相位分布。由于自由曲面的不规则，此

相位分布是散乱分布的离散数据点。详细计算方法

参见文献［１１］。为了将有用的＋１或－１级衍射级次

与其它衍射级次分离，需要在原相位分布上加线性载

频［１４］，将加载频后的相位函数称为ＣＧＨ的加工相位

函数。相位型透射式ＣＧＨ的加工需要得到刻线位置

的数据。设ＣＧＨ的相位补偿函数为φ（狓，狔），在狓方

向加空间频率为１／犜的载频，取占空比为０．５，此时

衍射效率最高［１４］，则需要求解方程式

２π狓／犜－φ（狓，狔）＝２π犿±１／（ ）４ ，犿ｉｓｉｎｔｅｇｅｒ（１）

以得到刻线位置坐标，其中犿 的取值范围由狓 及

φ（狓，狔）的取值范围决定。（１）式等号右边取“＋”号

时，得到的位置坐标（狓１，狔１）为刻线的下沿坐标；取

“－”号时得到的坐标（狓２，狔２）为刻线的上沿坐标。

３　双三次Ｂ样条插值法获得ＣＧＨ的

连续加工相位函数

光线追迹得到的ＣＧＨ加工相位数据是呈拓扑

矩形 非 均 匀 采 样 阵 列 上 的 空 间 型 值 点 阵

｛犙犻，犼｝
犕，犖
犻＝１，犼＝１ ∈犚

３，犚３ 表示三维实数空间用双三次

Ｂ样条插值法获得ＣＧＨ 的连续加工相位函数，即

求经过所有型值点的双三次Ｂ样条曲面。Ｂ样条曲

面是分段曲面，每个曲面片由１６个控制顶点及三次

参数多项式决定。求解双三次Ｂ样条插值曲面，就

是已知有序型值点反求Ｂ样条曲面控制顶点的反

算问题。

应选取适当的参数化方法使型值点与参数域内

的节点一一对应。为了得到较高的插值精度，应该根

据ＣＧＨ的相位函数的性质及数据点之间的间距比例

选择合适的数据点参数化方法。常用的参数化方法

有均匀参数化法和双向平均积累弦长参数化法两

种［１５］。均匀参数化法是指所有的参数节点等间距分

布；而积累弦长参数化指参数节点间距与对应的型值

点间距成正比，相应的参数样条称为均匀或非均匀Ｂ

样条。文献［１６］报道了Ｂ样条曲线的一般矩阵形式，

为非均匀三次Ｂ样条的广泛应用奠定了基础。

设参数化方法得到的节点矢量为狌＝（狌１，狌２，

狌３，…，狌犕－２，狌犕－１，狌犕）和狏＝（狏１，狏２，狏３，…，狏犖－２，

狏犖－１，狏犖），扩展的节点矢量为犝＝（狌１，狌１，狌１，狌２，

…，狌犕－１，狌犕，狌犕，狌犕），犞＝（狏１，狏１，狏１，狏２，…，狏犖－１，

狏犖，狏犖，狏犖 ）。根 据 插 值 条 件 计 算 出 阶 次 为

（犕＋２）×（犖＋２）的控制顶点矩阵｛犘犻，犼｝
犕＋２，犖＋２
犻＝１，犼＝１ ，即

可得到分段双三次Ｂ样条曲面的解析表达式。对

于在（狌犻，狏犼）和（狌犻＋１，狏犼＋１）区间之内的节点矢量（狌，

狏），分段双三次Ｂ样条曲面的矩阵表达式为
［１６］

犮犻
，犼（狊，狋）＝ １ 狊 狊２ 狊［ ］３ ×

犔犻狌

犘犻，犼 犘犻，犼＋１ 犘犻，犼＋２ 犘犻，犼＋３

犘犻＋１，犼 犘犻＋１，犼＋１ 犘犻＋１，犼＋２ 犘犻＋１，犼＋３

犘犻＋２，犼 犘犻＋２，犼＋１ 犘犻＋２，犼＋２ 犘犻＋２，犼＋３

犘犻＋３，犼 犘犻＋３，犼＋１ 犘犻＋３，犼＋２ 犘犻＋３，犼＋

熿

燀

燄

燅３

犔犼狏

１

狋

狋２

狋

熿

燀

燄

燅３

，

（２）

定义单位矢量犐犕－１及犐犖－１，分别代表有 犕－１和

犖－１个元素的单位行向量。式中狊＝（犝－犝犻＋２·

犐犕－１）／（犝犻＋３－犝犻＋２），犻＝１，２，…，犕－１；狋＝（犞－犞犼＋２·

犐犖－１）／（犞犼＋３－犞犼＋２），犼＝１，２，…，犖－１。

８６７１
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犔犻犝，犔犼犞 形式为

犔犻犝 ＝

（犝犻＋３－犝犻＋２）
２

（犝犻＋３－犝犻＋１）（犝犻＋３－犝犻）
１－犾１，１－犾１，３

（犝犻＋２－犝犻＋１）
２

（犝犻＋４－犝犻＋１）（犝犻＋３－犝犻＋１）
０

－３犾１，１ ３犾１，１－犾２，３
３（犝犻＋３－犝犻＋２）（犝犻＋２－犝犻＋１）
（犝犻＋４－犝犻＋１）（犝犻＋３－犝犻＋１）

０

３犾１，１ －３犾１，１－犾３，３
３（犝犻＋３－犝犻＋２）

２

（犝犻＋４－犝犻＋１）（犝犻＋３－犝犻＋１）
０

－犾１，１ 犾１，１－犾４，３－犾４，４ 犾４，３
（犝犻＋３－犝犻＋２）

２

（犝犻＋５－犝犻＋２）（犝犻＋４－犝犻＋２

熿

燀

燄

燅）

，

（３）

式中犾４，３ ＝－犾３，３／３－犾４，４－（狌犻＋３－狌犻＋２）
２／［（狌犻＋４－

狌犻＋２）（狌犻＋４－狌犻＋１）］；犾狆，狇 ＝犔
犻
犞狆，狇，式中狆，狇＝１，２，３，４。

根据插值条件犮犻
，犼（０，０）＝犙犻犼可得到一组线性

方程组。由于控制顶点矩阵比型值点阵多了两行两

列，需要添加边界条件。为计算简单起见，采用自由

端边界条件［１５］，一维的边界条件的计算公式为

ｄ２

ｄ狌２
犮１（０）＝６×

狌２
狌３
（犘３－犘２）－犘２＋犘［ ］１ ＝０，

ｄ２

ｄ狌２
犮犕（１）＝６× 犘犕＋２－犘犕＋１＋

１－狌犕－１
１－狌犕－［ ］

２
＝０

烅

烄

烆
．

（４）

４　ＣＧＨ刻线位置的精确计算

设加载频后的加工相位分布函数（以加狓方向

的载频为例）２π狓／犜φ（狓，狔）沿狓轴方向单调递增。

由于型值点对应了曲面片上的节点，沿狏参数方向

的刻线位置必然在某两个相邻的参数节点狌犻和狌犻＋１

之间。因此对于某个指定的犿 值，刻线位置坐标的

计算过程如下：

１）对所有的犼，找到所有的下标犽，使犙犽，犼 ≤

２π（犿±１／４）≤犙犽＋１，犼；

２）写出参数节点为（狌犽，狏犼），（狌犽，狏犼＋１），（狌犽＋１，

狏犼）及（狌犽＋１，狏犼＋１）的曲面片的解析表达式；

３）求解关于狌狓（狌犽≤狌狓≤狌犽＋１）的一元三次方

程犮犽
，犼
狕 （狊狓，狋）＝２π（犿 ±１／４），式中狊狓 ＝ （狌狓 －

狌犻）／（狌犻＋１－狌犻），狋见（２）式；

４）将（狌狓，狏犼）值反代入矩阵形式的Ｂ样条曲面

表达式犮犽
，犼
狓 ，犮

犽，犼
狔 中，得到位置坐标（狓，狔）。

该方法充分利用了Ｂ样条插值曲面的性质，相

对于计算量较大的通用的参数曲面与平面的精确求

交算法，仅需简单的判断，及求解初值范围已知的一

元三次方程，就可以得到平面与参数曲面的一系列

精确交点。通常若曲面的采样点满足采样定理，计

算出平面与插值曲面的节点网格的交点就已足够，

刻线位置精确计算的示意图，如图２所示。

图２ ＣＧＨ刻线位置精确计算的示意图

Ｆｉｇ．２ ＳｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｐｒｅｃｉｓｅｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆＣＧＨｆｒｉｎｇｅｓ

５　插值精度估计

由于补偿用ＣＧＨ的相位分布函数的解析表达

式未知，不能用来检验插值精度。为此构造了一个

非圆对称的连续函数，左半部分相位深度变化较大，

右半部分为圆柱函数，以对插值精度进行估计。设

ＣＧＨ的相位分布函数为

φ（狓，狔）＝０．５ｅｘｐ（－狓－０．００５狔
２）＋

１５０ １－
狓－５（ ）１５槡

２

－１３０，　－５≤狓，狔≤５（５）

相位的三维分布如图３所示。

图３ 相位的三维分布图

Ｆｉｇ．３ Ｔｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｎａｌｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｐｈａｓｅ

通常商用干涉仪的检测精度为λ／１０，当波面再

９６７１



光　　　学　　　学　　　报 ３０卷

现精度优于０．０６ｒａｄ（λ／１００）时，对测量结果几乎无

影响。在零补偿ＣＧＨ 的设计中，光线追迹得到的

散乱的相位点在相位函数曲率变化较大的位置比较

密集，而在平缓的位置比较稀疏。因此，用一定密度

的等高线在狓 狔平面上的投影近似得到散乱采样

点，来模拟光线追迹得到的散乱数据点分布。符合

采样定理的均匀采样点数为３１０×１９，而实际上无

需这么多的采样点数。以２１３条等高线为例，由于

狔方向变化缓慢，因此取狔方向等间距分布的１０条

采样网格线，求解这些等高线在狓 狔 平面上投影

与狔方向的采样网格的交点，得到２１３×１０个散乱

的采样点，如图４所示。在此需强调的是，等高线法

得到的采样点并不能说明数据点在狓 狔平面上的

实际分布，仅用来示例非均匀采样时的插值特性。

分别采用均匀和双向平均积累弦长参数化法对

采样点进行参数化。用Ｂ样条插值曲面逼近加载

频后的相位分布函数，插值曲面的误差分布如图５

所示，均满足精度要求。更细致的分析（表１）表明，

如果采样点组成的拓扑矩形变形量较大，如图５中

间部分，采用均匀参数化法的插值精度更高；而在拓

扑矩形变形量小，并且每行和每列的数据点之间间

隔近似相等时，如图５左边和右边部分，采用双向平

均积累弦长参数化法可以得到精度较高的结果。

图４ 等高线法模拟光线追迹得到的

狓狔平面上散乱采样点示意图

Ｆｉｇ．４ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｃａｔｔｅｒｅｄｄａｔａｐｒｏｊｅｃｔｉｎｇｔｏ狓 狔

ｐｌａｎｅ，ｇｏｔｔｅｎｂｙｃｏｎｔｏｕｒｍｅｔｈｏｄｔｏｓｉｍｕｌａｔｅｒａｙ

　　　　　　　　　ｔｒａｃｉｎｇ

图５ 插值曲面的误差分布。（ａ）双向平均积累弦长参数化法；（ｂ）均匀参数化法

Ｆｉｇ．５ Ｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓｏｆｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｅｄｓｕｒｆａｃｅｓ．（ａ）ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｈｏｒｄｌｅｎｇｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ；（ｂ）ｅｑｕａｌｌｙ

ｓｐａｃｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

表１ 双向平均积累弦长参数化法和均匀参数化法的插值结果比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｂｉｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｌａｖｅｒａｇｅａｃｃｕｍｕｌａｔｅｄｃｈｏｒｄｌｅｎｇｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

ａｎｄｅｑｕａｌｌｙｓｐａｃｅｄｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

ＰＶ／ｒａｄ ＲＭＳ／ｒａｄ

Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｈｏｒｄ

ｌｅｎｇｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

Ｅｑｕａｌｌｙｓｐａｃｅｄ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

Ａｃｃｕｍｕｌａｔｉｏｎｏｆｃｈｏｒｄ

ｌｅｎｇｔｈｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

Ｅｑｕａｌｌｙｓｐａｃｅｄ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ

Ｗｈｏｌｅａｒｅａ ５．８×１０－２ ５．６×１０－２ ５．３×１０－６ ９．３×１０－６

Ｌｅｆｔａｒｅａ ４．２×１０－２ ５．２×１０－２ ５．５×１０－６ １．１×１０－５

Ｍｉｄｄｌｅａｒｅａ ５．８×１０－２ ３．８×１０－２ １．１×１０－４ ６．６×１０－５

Ｒｉｇｈｔａｒｅａ ２．９×１０－２ ３．６×１０－２ １．１×１０－６ ２．２×１０－６

　　根据（１）式可计算得到 ＣＧＨ 刻线位置坐标

（狓１，狔１）和（狓２，狔２）。计算简单起见，仅求取了平面

与沿狌向参数节点网格的交点。将位置坐标点代入

（６）式，以犲１ 和犲２ 的值评价求交算法的误差

犲１ ＝
２π狔１
犜
－φ（狓１，狔１）－２π（犿－

１

４
），

犲２ ＝
２π狔２
犜
－φ（狓２，狔２）－２π（犿＋

１

４
），

（６）

０７７１
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犲１ 和犲２ 的ＰＶ值分别是０．０２０ｒａｄ和０．０１９ｒａｄ，与

插值误差相同量级，由于计算插值曲面误差时取点

更密，因此插值曲面误差略大于求交算法误差。

６　设计实例

采用双三次Ｂ样条曲面插值可用较少的采样

点满足精度要求，插值误差优于λ／１００。在此以文

献［１１］中的待测自由曲面为例，给出ＣＧＨ 的完整

设计。根据文献［１１］中的优化设计结果，犱１ 应取大

于１４５ｍｍ的值。文中的求交算法只适用于沿坐标

轴方面单调递增的插值曲面，而文献［１１］中优化计

算时得到的最小线宽并不是沿坐标轴方向的。综合

考虑，取犱１ 为５００ｍｍ，犱２ 为２５ｍｍ，在狔方向加空

间载频为２９４ｌｐ／ｍｍ（最小线宽３．４μｍ），得到的计

算全息图样如图６所示，图中一条刻线代表实际的

１４０条刻线。

图６ 计算全息图

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｍ

７　结　　论

在设计自由曲面光学元件的干涉零补偿检测中

的ＣＧＨ时，用插值的方法得到ＣＧＨ连续的相位分

布并进而精确求解出ＣＧＨ 的加工数据，是一个亟

待解决的关键问题。根据自由曲面光学元件干涉零

补偿检测时，光线追迹得到的ＣＧＨ 的散乱的相位

采样点分布，本文采用双三次Ｂ样条曲面插值的方

法，得到了满足精度要求（优于λ／１００）的连续的

ＣＧＨ加工相位函数。根据Ｂ样条插值曲面的性

质，简化了参数曲面与平面的精确求交算法。通过

计算非均匀Ｂ样条曲面与狓 狔平行的系列平面的

交线，高精度地得到了相位型ＣＧＨ 的刻线的上下

沿位置。但采用的求交算法只适用于沿坐标轴方面

单调递增的插值曲面，需要进一步改进以适用于不

同的自由曲面。
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