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二维实小波变换在空间载频条纹相位分析中的应用

李思坤　苏显渝　陈文静
（四川大学光电科学技术系，四川 成都６１００６４）

摘要　将二维实小波变换和希尔伯特变换相结合应用到空间载频条纹相位分析中。首先对载频条纹进行希尔伯

特变换构造解析信号，然后对其解析信号进行二维实小波变换，提取小波脊处对应的小波变换系数的相位信息即

可得到有效的物体高度调制信息。给出了详细的理论分析。计算机模拟和实验表明当条纹中相位存在突变和快

变的区域时，采用二维实小波变换比一维实小波和复小波提取相位精度更高，即使在存在噪声污染的情况下也表

现出良好的可靠性，体现出了二维实小波提取相位的优势。
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１　引　　言

随着计算机技术的发展，空间载频条纹相位分

析技术被应用到各个领域中。其中傅里叶变换轮廓

术是应用最为广泛的方法之一。在光学三维测量

中，傅里叶变换轮廓术［１～３］由于其单帧获取、实时快

速的特点备受关注。但是由于傅里叶变换缺乏局部

分析的能力，因此局部条纹的不完善所引起的相位

计算误差会传递到全场。当有用频谱和其他频谱成

分相混叠时，可能无法提取出正确的相位信息［３］。

进一步发展了窗口傅里叶变换轮廓术［４，５］，但是由

于固定的窗口大小，仍然不能最优化地解决上述问

题。小波变换由于具有优秀的时频分析特性而被应

用到相位分析技术中来，出现了小波变换轮廓

术［６～９］。该方法很好地弥补了傅里叶变换和窗口傅

里叶变换存在的缺陷，较好地解决了局部相位误差

传递和频谱混叠问题。
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通常的小波变换轮廓术采用 Ｍｏｒｌｅｔ复小波作

为母小波对空间载频条纹进行一维连续小波变换，

通过提取小波脊处小波变换系数的相位信息，得到

物体高度调制的相位信息。但是由于 Ｍｏｒｌｅｔ复小

波不是严格紧支撑的，需要较多的震荡次数和采样

点，这使得载频条纹中相位突变和快变的地方被平

滑，丢失了有用信息。为了进一步提高母小波的空

域局部化能力，最近一维实小波变换也被应用到载

频条纹相位分析中［１０］。首先对载频条纹进行希尔

伯特变换构造解析信号，然后对其解析信号进行一

维实小波变换，提取小波脊处对应的小波变换系数

的相位信息即可得到有效的物体高度调制信息，该

方法常用来分析细节和突变。本文把二维实小波变

换应用到载频条纹相位分析中，可以有效地提取物

体高度调制的相位信息，在相位存在突变和快变处

提取精度优于一维实小波变换方法和 Ｍｏｒｌｅｔ复小

波方法。即使在有噪声存在的情况下，也表现出良

好的可靠性。计算机模拟和实验验证了所提方法的

可行性。

２　原　　理

２．１　小波变换轮廓术

小波变换轮廓术的测量光路如图１所示。

图１ 测量系统原理图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅａｓｕｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

投影装置投影一幅正弦结构光场到被测物体表

面，成像装置从另一个角度获得的变形结构光场为

犵狓，（ ）狔 ＝犃狓，（ ）狔 ＋犅狓，（ ）狔ｃｏｓ２π犳０狓＋狓，（ ）［ ］狔 ，

（１）

式中犃 狓，（ ）狔 为条纹的背景光场，犅 狓，（ ）狔 为衬比

度，二者和投影光场相比通常是缓慢变化的可以近

似为常数；犳０ 为投影光栅的基频，狓，（ ）狔 为物体高

度分布犺 狓，（ ）狔 引起的调制相位。设犵狓，（ ）狔 在沿条

纹结构方向上的一维分布表示为犳（）狓 ，采用复小

波对其进行连续小波变换

犠犳 狊，（ ）犫 ＝
１

槡狊∫
＋∞

－∞
狉
犳（）狓珔ψ

狋－犫（ ）狊
ｄ狋＝犳（狓）珔ψ（狓）．

（２）

对应的频域表达式为

犠犳 狊，（ ）犫 ＝槡
狊
２π∫

＋∞

－∞

犉（）ω珔ψ狊（ ）ω ｅｘｐ（ｊω犫）ｄω，（３）

式中为卷积运算，珔ψ（狓）为母小波函数的复共轭，

犉（）ω 和ψ（）ω 分别表示犳（）狓 和ψ（）狋 的傅里叶变

换，狊为小波函数的尺度因子，表示与频率有关的伸

缩，犫为位移因子，ｊ为虚数单位。对于给定位置犫，在

不同的尺度狊下对信号进行多分辨率分析。由（３）式

结合傅里叶变换的尺度性质，可以把小波变换看作

基本频率特性为ψ（）ω ，相对带宽恒定的带通滤波器

在不同的尺度狊下对信号进行滤波的结果。

沿尺度轴方向上，小波变换幅值的最大值的连

线定义为小波变换的“脊”［１１］。“脊”对应于有效频

带的信息。提取“脊”所对应的小波变换系数的相位

信息ｒｉｄｇｅ 狓，（ ）狔 。移走被测物体，投影光栅到参考平

面上，做相同的处理，得到相位分布为０ 狓，（ ）狔 ，式

中０ 狓，（ ）狔 为参考平面的相位信息。则由物体高度

引起的相位变化为

Δ＝ｒｉｄｇｅ 狓，（ ）狔 －０ 狓，（ ）狔 ， （４）

用一定的方法进行相位展开后，可以得到其连续的

调制相位狓，（ ）狔 。

在远心光路条件下，犔０ 犺狓，（ ）狔 ，被测物体

的高度分布与调制相位关系为

犺狓，（ ）狔 ＝－
犔０
２π犳０犱

 狓，（ ）狔 ， （５）

式中犔０，犱都为系统结构参量。

２．２　实小波变换在空间载频条纹相位分析中的应用

实小波变换只能从幅值角度对实信号进行分

析，无法提取信号的相位信息［１２］，通过希尔伯特变

换［１３，１４］构造解析信号来获得相位信息。

给定一个信号犳（）狓 ，其希尔伯特变换定义为

犎 犳（）［ ］狓 ＝
１

π∫
∞

－∞

犳（）τ
狓－τ

ｄτ＝

１

π∫
∞

－∞

犳狓－（ ）τ
τ

ｄτ＝犳（）狓 
１

π狓
，（６）

由希尔伯特变换构造犳（狓）的解析信号可以表示为

狕（狓）＝犳（狓）＋ｊ犎［犳（狓）］＝犪（狓）ｅｘｐ［ｊφ（狓）］，

犪（狓）＝ ｛犳
２（狓）＋犎

２［犳（狓）］｝
１／２，

φ（狓）＝ａｒｃｔａｎ｛犎［犳（狓）］／犳（狓）｝，

分别为解析信号的幅值和相位。如果信号犳（狓）是

４７６１
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单分量信号，则其对应解析信号的相位就具有了物

理意义。

由（１）式知，空间载频信号由两个分量组成，式

中犃（狓，狔）为条纹的背景光场，犅（狓，狔）ｃｏｓ［２π犳０狓＋

（狓，狔）］表示物面反射的正弦结构光场，并且在实

际测量中通常会存在噪声等因素，使得空间载频信

号是多分量的。因此直接用希尔伯特变换构造其解

析信号不能提取到有用的调制相位信息。由于小波

变换具有多分辨率分析的功能，可以将信号随着尺

度因子的伸缩划分为不同的频带，所以将二者结合

起来，先利用希尔伯特变换构造解析信号获得相位

信息，然后对其进行小波变换提取有用频带相位信

息，有利于有效调制相位信息的提取。

对信号犳（）狓 的希尔伯特变换进行小波变换，

由（２）式和（６）式可得到

犠 犎 犳（）［ ］｛ ｝狓 ＝ 犳
１

π（ ）狓 珔ψ＝

犳珔（ ）ψ 
１

π狓
＝犎 犠 狓，（ ）［ ］｛ ｝狊 ， （７）

这说明小波变换可以和希尔伯特变换交换次序。进

而解析信号的小波变换可以表示为

（）［ ］犠 狕狓 ＝犠 犳（）狓 ＋ｊ犎 犳（）［ ］｛ ｝狓 ＝

犠 犳（）［ ］狓 ＋犠 ｊ犎 犳（）［ ］｛ ｝狓 ＝

犠 犳（）［ ］狓 ＋ｊ犎 犠 犳（）［ ］［ ｝狓 ．（８）

（８）式说明解析信号的小波变换仍然是解析信号，并

且其实部表示原信号的小波变换，虚部为其实部的

希尔伯特变换。这意味着可以通过解析信号的小波

变换系数提取特定频带的相位信息。

令 （）犐狓 ＝
１

π狓
，则ｊ（）犐狓 ＝

ｊ
π狓
的傅里叶变换是

符号函数ｓｇｎ（）ω ，可得 （）犐狓 的傅里叶变换为

犎 ｊ（ ）ω ＝－ｊｓｇｎ（）ω ＝
－ｊ，ω＞０

ｊ，ω＜｛ ０
， （９）

对 （）狕狓 两边进行傅里叶变换并由上公式得犣ｊ（ ）ω ＝

２犉ｊ（ ）ω ，ω＞０

０，ω＞｛ ０
，这表示解析信号只含有正频率部

分，且不改变原信号的频率分布［１４］。这一性质保证

了用小波对解析信号进行频域划分结果和对原信号

进行频域划分结果一致。因此，应用实小波对空间载

频条纹进行相位分析，首先对条纹信号进行希尔伯特

变换构造解析信号，获得相位信息，然后采用实小波

进行小波变换，通过提取“脊”处对应的小波变换系数

相位信息，即可得到有用的调制相位信息。

２．３　二维小波变换和 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波

对变形结构光场的二维小波变换可以表示为

犠犵 犫狓，犫狔，狊，（ ）θ ＝
１

狊犵狓，（ ）狔

ψ
狓－犫狓
狊

，狔－犫狔
狊

，狉（ ）θ ｄ狓ｄ狔． （１０）

式中狉θ＝
ｃｏｓθ

－ｓｉｎ
［

θ

ｓｉｎθ

ｃｏｓ
］
θ
表示旋转因子，以角度θ进

行坐标旋转；犫狓和犫狔分别为狓方向和狔方向的位移因

子；狊为尺度因子。和一维小波变换相比，二维小波变

换在进行伸缩和平移的同时还进行坐标旋转，因此它

不但具有缩放能力，还具有方向选择性，进一步提高

了小波变换的多分辨率分析能力。对二维信号进行二

维小波变换得到的系数是四维的，如图２所示为狊＝

１，２，３，［ ］４ ，θ＝ ［０，０．５，１］，对一幅５１２×５１２的图像

做二维小波变换得到的系数分布示意图。

图２ 二维小波变换系数示意图

Ｆｉｇ．２ Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ２Ｄｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔ

和一维小波变换一样，二维小波变换可以看作

是带通滤波器，它除了两个方向上的伸缩、平移以

外，还具有方向性。这使得二维小波变换具有良好

的抑制噪声的能力。运用二维小波变换对空间载频

条纹进行相位分析，能够取得很好的效果，特别在有

噪声污染的情况下，能够取得优于一维小波变换相

位提取方法的效果。

应用小波变换进行条纹分析，母小波的选择具

有特 殊 重 要 的 意 义。和 Ｍｏｒｌｅｔ 复 小 波 相 比，

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波因为有具有较少的震荡次数和更

好的空域局部化能力而选择作为母小波应用于相位

提取中［１０］，在条纹图相位存在突变和快变的区域表

现出更高的精度。文中相应的选取二维 Ｍｅｘｉｃａｎ

ｈａｔ小波
［１４，１６］作为母小波，其在空域和频域的表达

式分别为

ψ狓，（ ）狔 ＝ ２－ 狓２＋狔（ ）［ ］２ ｅｘｐ［－ 狓２＋狔（ ）２ ／２］，

（１１）

＾
ψω狓，ω（ ）狔 ＝２πω

２
狓＋ω

２（ ）狔 ｅｘｐ［－ ω
２
狓＋ω

２（ ）狔 ／２］， （１２）

它在空域和频域的波形分别如图３所示。二维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波满足径向性质，它具有同样良好的空

５７６１



光　　　学　　　学　　　报 ３０卷

域局部化特性和较少的震荡次数。因此采用二维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波作为母小波进行二维小波变换相位提

取在条纹图存在相位突变和快变区域的提取精度更

高，特别在有噪声污染的情况下能够取得明显优于一

维Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法的效果。

图３ 二维Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波（ａ）空域波形图和（ｂ）频域波形图

Ｆｉｇ．３２ＤＭｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔｉｎｓｐａｔｉａｌｄｏｍａｉｎ（ａ）ａｎｄｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎ（ｂ）

３　模拟和实验

对于相位存在突变或者快变的条纹图，计算机模拟调制相位的表达式为

狓，（ ）狔 ＝
π／（ ）８０ ２００２－（狓－２５６）

２
－（狔－２５６）槡

２，（狓－２５６）
２
＋（狔－２５６）

２
≤２００

２

０，狓２＋狔
２
＞２００

烅
烄

烆
２

． （１３）

　　模拟载频条纹如图４（ａ）所示，图片大小为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ，可见调制相位在圆形边缘，即满足

（狓－２５６）２＋（狔－２５６）
２＝２００２的位置附近产生了明显的突变。分别用Ｍｏｒｌｅｔ复小波、一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波和二维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波对载频条纹图进行分析，提取脊上对应的相位信息恢复出的条纹图第２５６行调制相位信息如

图４（ｂ）所示，实线表示模拟调制相位，点线代表 Ｍｏｒｌｅｔ复小波提取结果，点画线和虚线分别代表一维和二维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波相位分析结果，图４（ｃ）为对应的误差分布。可见二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波分析法在相位存在突变和

快变处精度更高。

图４ （ａ）相位存在突变时模拟的变形条纹图，（ｂ）采用三种小波对第２５６行相位提取的结果和对应误差分布（ｃ）

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｗｉｔｈｐｈａｓｅｍｕｔａｔｉｏｎ，（ｂ）ｒｅｓｔｏｒｅｄｐｈａｓｅｏｆｔｈｅ２５６ｔｈｒｏｗ

ａｎｄｉｔｓｅｒｒｏｒｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ（ｃ）

　　图５（ａ）所示为对人脸模型进行实际测量，采集到

的变形条纹图。可见在下巴和头顶部位由于高度变化

陡峭引起了条纹相位突变。分别用 Ｍｏｒｌｅｔ复小波、一

维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波和二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波对变形条

纹图进行相位提取，提取的结果分别如图５（ｂ）、图５（ｃ）

和图５（ｄ）所示。对比三者可见二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波

分析法在相位存在突变和快变处精度更高。

对于有噪声存在的情况，模拟图像大小为

５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ，模拟复杂物体的相位函数由

Ｍａｔｌａｂ数据库中的ｐｅａｋｓ函数提供。设置狓，（ ）狔 ＝

３ｐｅａｋｓ（狓，狔），如图６（ａ）所示。投影正弦光栅到物体表

面，并在变形光栅基础上，加入标准差可调的正态分布

的随机高斯噪声犖（狓，狔），得到的变形光栅函数为

犵（狓，狔）＝１＋ｃｏｓ［２π犳０狓＋（狓，狔）］＋犖（狓，狔）．（１４）
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图５ 实验中（ａ）ＣＣＤ拍摄的变形条纹图 （ｂ）Ｍｏｒｌｅｔ复小波法恢复的相位（ｃ）一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法恢复

相位和（ｄ）二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法恢复的相位

Ｆｉｇ．５ （ａ）ＤｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｔａｋｅｎｂｙＣＣＤ，（ｂ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙＭｏｒｌｅｔｃｏｍｐｌｅｘｗａｖｅｌｅｔｆｒａｎｓｆｏｒｍ（ＣＷＴ）

ｍｅｔｈｏｄ，（ｃ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ１ＤＭｅｘｉｃａｎｈａｔｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄ（ｄ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ２ＤＭｅｘｉｃａｎｈａｔｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

图６ （ａ）模拟相位（ｂ）含噪声的变形结构光场，一维小波变换恢复的（ｃ）相位和（ｄ）误差分布，（ｅ）二维小波变换恢复的相位

分布和（ｆ）误差分布

Ｆｉｇ．６ （ａ）Ｐｈａｓｅｓｉｍｕｌａｔｅｄ，（ｂ）ｄｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｗｉｔｈｎｏｉｓｅ，（ｃ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ１ＤＣＷＴｍｅｔｈｏｄ，（ｄ）ｅｒｒｏｒ

ｏｆ１ＤＣＷＴｍｅｔｈｏｄ，（ｅ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ２ＤＣＷＴｍｅｔｈｏｄ，（ｆ）ｅｒｒｏｒｏｆ２ＤＣＷＴｍｅｔｈｏｄ
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　　将噪声标准差设为０．４，得到的含有噪声的变

形条纹图如图６（ｂ）所示，为了便于对比分析，分别

采用 一 维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ 小 波 变 换 方 法 和 二 维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法对其进行相位提取。如

图６（ｃ）所示由于噪声的存在一维小波变换方法不

能准确的提取变形条纹的有效相位信息，造成了较

大的误差传递，恢复相位存在较大的误差，如

图６（ｄ）所示。其误差标准差达到０．６３。图６（ｅ）和

图６（ｆ）分别为采用二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法

恢复的物体相位图及其误差分布图，其误差标准差

为０．０８２。可见在噪声污染较严重的情况下，和一

维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法相比，二维 Ｍｅｘｉｃａｎ

ｈａｔ小波变换可以有效地提取变形条纹相位信息。

进一步改变噪声标准差的大小，设置标准差从

０到１变化，每次增加０．０５，重复模拟２０次。由于

二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换对噪声的抑制作用更

强，如图７所示二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法恢

复的相位误差标准差曲线要平滑的多。在噪声标准

差小于０．４的时候一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法

可以提取到有效相位信息，当噪声标准差大于０．４

的时候，一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法就有很大

的误差了，而这时候二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方

法仍然能够得到比较满意的结果，其能够允许的噪

声标准差达到０．８５。

图７ 误差标准差曲线图

Ｆｉｇ．７ Ｓｔａｎｄａｒｄｄｅｖｉａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ

为了进一步验证所提方法的正确性，对实拍的

载频条纹图进行了相位提取。被测物体大致呈圆锥

状，ＣＣＤ采集到的变形条纹图如图８（ａ）所示，可见

条纹图受到了较严重的噪声污染。由于存在较严重

的噪声污染，一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法不能

较好的提取物体高度调制的相位信息，造成较大的

误差传递如图８（ｂ）所示。图８（ｃ）所示为二维

Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法提取到的相位图。对比

图８（ｂ）和图８（ｃ）可见由于二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波

变换具有强于一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换的抑制噪

声的能力，可以得到较理想的相位信息。

图８ 实验中（ａ）ＣＣＤ拍摄的变形条纹图，（ｂ）一维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法恢复的调制相位和

（ｃ）二维 Ｍｅｘｉｃａｎｈａｔ小波变换方法恢复的相位信息

Ｆｉｇ．８ （ａ）ＤｅｆｏｒｍｅｄｆｒｉｎｇｅｐａｔｔｅｒｎｔａｋｅｎｂｙＣＣＤ，（ｂ）ｍｄｏｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ１ＤＭｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍ

ｍｅｔｈｏｄ，ａｎｄ（ｃ）ｐｈａｓｅｒｅｔｒｉｅｖｅｄｂｙ２ＤＭｅｘｉｃａｎｈａｔｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍｍｅｔｈｏｄｉｎｔｈｅｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ

４　结　　论

二维实小波变换应用到空间载频条纹相位分析

中，对载频条纹进行希尔伯特变换构造解析信号。

由于解析信号是单频的，除了只相差常数２以外，与

原实信号具有完全相同的频谱，保证了小波变换对

原信号相同的频域划分效果。对解析信号进行二维

Ｍａｘｉｃａｎｈａｔ小波变换，提取小波脊处对应的小波变

换系数的相位信息即可得到有效地物体高度调制信

息。二维小波变换具有在两个方向上的伸缩和旋转

特性，这使得它具有较强的抑制噪声的能力，在条纹

图存在较强的噪声污染的情况下，能够取得明显优

越于 一 维 小 波 变 换 方 法 的 效 果。同 时，二 维

Ｍａｘｉｃａｎｈａｔ小波具有较少的震荡次数和良好的空

域局部化特性，在相位存在突变和快变的区域提取
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精度更高。另外，和一维小波变换逐行的处理条纹

图相比，二维小波变换可以直接对整幅图像进行处

理，不需要进行循环运算，减少了运算时间，提高了

信息处理的自动化程度。
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