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基于压缩感知的变步长自适应匹配追踪重建算法
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摘要　压缩感知是针对稀疏或可压缩信号进行采样的同时即可对信号数据进行适当压缩的新理论，重建算法是其

中关键的一部分，对采样过程中的准确性验证有着重要的意义。在研究和总结目前已有重建算法的基础上，提出

了一种新的基于贪婪追踪的变步长自适应匹配追踪（ＶｓｓＡＭＰ）算法。该算法通过可变步长及双重阈值控制重建

精度，在信号稀疏度未知的前提下，即可对信号进行精确重建。实验结果表明，在相同条件下该算法的主客观重建

效果均优于现有同类方法。
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１　引　　言

近两年，信号处理领域诞生了一种新的压缩感

知（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ／ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ）理论
［１］，极

大地吸引了相关研究人员的关注。该理论在信号获

取的同时，就对数据进行适当地压缩，而传统采样方

式必须遵循奈奎斯特采样定理，采样数据量大，先采

样后压缩，既浪费传感元，又浪费时间和存储空间，

相较之下，压缩感知理论针对可稀疏表示的信号，能

够将数据采集和数据压缩合二为一，这使其在信号

处理领域有着突出的优点和广阔的应用前景［２］。

重建算法的关键是从压缩感知得到的低维数据

中精确地恢复出原始的高维数据，因此对采样过程

准确性的验证有着至关重要的意义。目前国外已有

多篇关于稀疏重建的论文发表，主要包括基于犾１ 范
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数最小的基追踪（ＢＰ）
［３］算法；基于犾０ 范数最小的贪

婪追踪系列算法，如 ＭＰ（ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ），ＯＭＰ

（ＯｒｔｈｏｇｏｎａｌＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ）
［４］，ＳｔＯＭＰ（Ｓｔａｇｅｗｉｓｅ

ＯＭＰ）
［５］，ＲＯＭＰ （Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｄ ＯＭＰ）

［６］，ＳＰ

（Ｓｕｂｓｐａｃｅ Ｐｕｒｓｕｉｔ）
［７］，ＣｏＳａＭＰ （Ｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅ

Ｓａｍｐｌｉｎｇ ＭＰ）
［８］，ＳＡＭＰ （Ｓｐａｒｓｉｔｙ Ａｄａｐｔｉｖｅ

ＭＰ）
［９］；求解犾０ 范数问题的迭代阈值法

［１０］等。在研

究和总结这些算法的基础上，结合ＳＡＭＰ方法自适

应的思想和 ＳｔＯＭＰ 方法分阶段的思想，针对

ＳＡＭＰ固定步长所带来的精度不够以及过度估计

问题，提出了一种新的变步长自适应匹配追踪

（ＶｓｓＡＭＰ）算法。

２　压缩感知与重建算法

设狓（狀）为传统采样所得到的犖维数字信号，如

果它是一个犓稀疏（仅有犓个非零元，犓≤犖）或是

可压缩（通过变换可成为犓稀疏）的信号，那么它在

线性变换下仅用少量的系数即可很好地估计出来。而

通过压缩感知过程可直接得到犕 维信号狔（犿）（犕 ＜

犖），称之为测量向量，它们之间的关系为
［１］

狔＝Φ狓， （１）

式中Φ称为传感矩阵或测量矩阵，大小为犕×犖。当

犓，犕，犖 之间满足犕 ≥犓ｌｇ（犖）时，狓（狀）即可置信

重建。压缩感知过程如图１所示。

图１ 压缩感知过程

Ｆｉｇ．１ Ｐｒｏｃｅｓｓｏｆｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ

　　图１中，信号通过ＡＩＣ（ＡｎａｌｏｇｔｏＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ

Ｃｏｎｖｅｒｓｉｏｎ）
［１１］过程获取，得到狔（犿）之后，根据（１）

式中稀疏重建的关系，由传感矩阵Φ 和适当的重建

算法可实现狓（狀）的重建。因此，重建算法对于压缩

传感采样过程准确性的验证和后期狓（狀）的重建均

有着重要的意义。可以通过求解下面的问题，以便从

测量向量狔中重建出未知信号狓的逼近狓^：

ｍｉｎ‖狓‖０，狔＝Φ狓． （２）

可将其转化为一个较简单的近似形式求解，

ｍｉｎ‖狓‖０，‖狔－Φ狓‖
２
２ ＜ξ， （３）

式中ξ是一个极小的常量。在重建中，犾０ 范数最小

使得结果尽可能地稀疏，但是求解犾０ 范数最小是一

个不确定多项式（ＮＰ）难问题，而犾２ 范数最小很难

使结果稀疏，因此有算法考虑将（２）式中犾０ 范数转

化为犾１ 范数进行求解
［１］。

目前已有的稀疏重建算法中，ＢＰ算法是在线性

规划（ＬＰ）下求解犾１ 范数最小问题。它需要最少的

测度，但其高算法复杂性可能会影响到实际大规模

应用。有一些快速凸松弛算法得到或逼近了ＢＰ的

解，比如梯度投影方法（ＧＰＳＲ）
［１２］，该方法速度较

快，重建效果也较好。

还有另一系列的基于迭代贪婪追踪的稀疏重建

算法，它们解决的是犾０ 范数最小问题，最早的有 ＭＰ

和ＯＭＰ，其中ＯＭＰ算法在重建时每次迭代得到狓^

的支撑集犉 的一个原子。之后又出现了ＳｔＯＭＰ和

ＲＯＭＰ，它们在每次迭代时得到犉的一组原子，因此

速度比ＯＭＰ快。这些算法的重建复杂性大致都在

时间复杂度犗（犓犕犖）附近，远低于ＢＰ算法，但它们

的性能较差，只有犕 较大时才能取得较好的重建效

果。最近又出现了引入回溯思想的ＳＰ和ＣｏＳａＭＰ算

法，它们理论重建质量与ＬＰ相当，同时重建复杂度

低，但是这些算法都是建立在稀疏度犓 已知的基础

上。然而实际应用中，犓往往是未知的，由此出现了

对稀疏度犓自适应的ＳＡＭＰ算法，它通过固定步长狊

逐步逼近进行重建，可以在犓 未知的情况下获得较

好的重建效果，速度也远快于 ＯＭＰ算法。提出的

ＶｓｓＡＭＰ算法，也是一种在犓未知的情况下，解决犾０

范数最小问题的贪婪迭代算法。

３　变步长自适应匹配追踪算法

匹配追踪系列算法的基本思想是在每一次的迭

代过程中，从测量矩阵里选择出一些与信号最匹配

的原子形成信号的支撑集犉，来重建出信号并计算

出与原信号之间的残差狉０ 通过该残差选择更匹配

的原子，来对支撑集进行更新。通过这样的迭代过

程，该系列的算法实现了信号的重建。

该系列的大部分算法在迭代时，均需要将犓 作

为先验知识来控制算法的迭代次数。当犓 未知时，

算法需要设计合适的停止迭代条件，以代替犓，并达

到较好的重建效果。通过步长狊逐步逼近犓 进行重

建是一个较好的想法，可将迭代重建过程分为多个

阶段，每个阶段所对应的支撑集犉的大小犔 之差即

０４６１
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为步长狊，由此犔不断增大，可以在未知的前提下逼

近犓。在每个阶段中，狓重建所需的支撑集犉的大小

犔不发生改变，通过传感矩阵 Φ 和残差狉 的积

Φ狉 最大的一些值形成候选集犆，再经过迭代从候

选集犆中选取支撑集犉 中的原子。当该支撑集犉的

大小犔不能满足重建要求时，以步长狊来增大它的

规模。

由于犓 未知，所以步长狊取一个较小值是最稳

妥的选择，但重建速度将大为下降，耗费大量的时

间。如何更加精确地重建信号，在运算时间和效果中

取得平衡，需要根据信号对狊进行合理选择。

通过对大小为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ的Ｌｅｎａ，

Ｂｏａｔ，Ｂａｒｂａｒａ图像，采样率（犕／犖）分别选取０．５，

０．４，０．３进行实验，发现当支撑集大小不断增加但

又未达到犓 时，相邻两个阶段中重建信号的能量差

狓^犽－狓^犽－１ ２是不断减小的，如图２所示。

图２ 相邻阶段重建信号的能量差

Ｆｉｇ．２ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｓｉｇｎａｌ′ｓｅｎｅｒｇｙｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏｃｏｎｓｅｃｕｔｉｖｅｓｔａｇｅｓ

相邻阶段重建信号的能量差在最初的阶段中下

降很快，之后下降幅度减小，最后基本上稳定在某一

范围内，这说明重建出的信号能量趋于稳定，基本可

视为重建完成，这为设计算法停止迭代条件提供了

保证。

如前所述，为了提高重建效果，且不明显增加重

建时间，根据相邻阶段重建信号的能量差，提出设定

双重阈值，以“大步长快速接近、小步长逐步逼近”重

建信号的设想。算法中，根据双阈值设计了双重停

止迭代条件。停止迭代条件１中设置阈值犜１，当相

邻阶段重建信号的能量差接近该阈值时，说明算法

通过大步长快速接近了重建目标信号，可以减少重

建的时间；停止迭代条件２中设置阈值犜２，且阈值

犜２ 的值小于犜１，当信号的能量差接近犜２ 时则说明

算法通过小步长逐步逼近了狓^，这样可以提高重建

精度。

１）停止迭代条件１：相邻两个阶段中重建信号

的能量差 ‖^狓犽－狓^犽－１‖２≤犜１。

２）停止迭代条件２：相邻两个阶段中重建信号的

能量差 ‖^狓犽 －^狓犽－１‖２ ≤犜２ 或 ‖^狓犽－１‖２≤ ‖^狓犽 ‖２。

核心算法步骤如下：

输入：传感矩阵Φ，采样向量狔，步长狊；

输出：未知输入信号狓的犓－稀疏的逼近狓^；

初始化：^狓＝０，残差狉０＝狔，支撑集犉０＝Φ，支

撑集大小犔＝狊，犽＝１；

循环执行步骤１～８：

步骤１：计算 Φ狉犽－１ ，取最大的犔个值所对应

的脚标，存入集合犛犽，得到候选集犆犽 ＝犉犽－１ ∪犛犽；

步骤２：计算 Φ

犆犽狔 ，取最大的犔个值所对应

的脚标，存入支撑集犉，计算残差狉＝狔－Φ犉Φ

犉狔；

步骤３：判断是否满足停止迭代条件１，若满足，

执行步骤４，若不满足，执行步骤５；

步骤４：判断是否满足停止迭代条件２，若满足，

则停止迭代，若不满足，执行步骤８；

步骤５：判断是否满足 ‖狉‖２ ≥ ‖狉犽－１‖２，若

满足，执行步骤６，若不满足，执行步骤７；

步骤６：进入到下一阶段，支撑集犉的大小增大

为犔 ＝犔＋狊，犽＝犽＋１；

步骤７：更新支撑集犉犽 ＝犉，更新残差狉犽 ＝狉，

犽＝犽＋１；

步骤８：进入到下一小阶段，执行步骤１。改变

步长狊＝狊／２，支撑集犉的大小增大为犔＝犔＋狊，犽＝

犽＋１。

４　实验结果

为了检验本文算法的正确性和有效性，采用大小

为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ的Ｌｅｎａ图像作为测试图像，

并采用了基于迭代贪婪追踪的稀疏重建算法中的

ＯＭＰ算法
［３］、自适应的ＳＡＭＰ算法

［９］，以及目前常用

的ＧＰＳＲ算法
［８］与提出的ＶｓｓＡＭＰ算法进行比较。

由算法描述，可以看出 ＶｓｓＡＭＰ算法保持了

ＳＡＭＰ不需要输入稀疏度犓 作为参数的优势，同时

双重阈值的设定优化了算法的效果，而变步长的思

想使得算法能够更加精确地逼近犓。当步长狊的初

值选取适当时（与图像大小相比），算法能够自适应

地根据重建出的信号能量来判断是否改变狊，从而增

大支撑集犉的大小，这样就降低了过度估计现象出

现的可能性，提高了重建的精度。由于步长可由算

法根据实际情况进行改变，因此和ＳＡＭＰ算法相
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同，选取狊＝犕／［２ｌｂ（犖）］。另一方面，由于变步长

思想的引入，虽然算法重建时间略多于ＳＡＭＰ算法

和ＧＰＳＲ，但是仍和二者处于同一数量级，远快于

ＯＭＰ算法。

关于阈值的设定，考虑由于阈值与图像本身、以

及采样率 （犕／犖）有着密切的关系，因此根据大量

实验结果，犜１ 选取ｌｇ（狊）（犖／犕）
４犲－５‖^狓犽－１‖２，犜２ 选

取０．２倍的犜１，即０．２ｌｇ（狊）（犖／犕）
４犲－５‖^狓犽－１‖２时效

果较好。

考虑到图像经小波变换可变得稀疏［１３］，先重建

出图像的小波系数，然后再用小波反变换恢复出原

图像。实验中，采用结构化随机矩阵［１４］作为感知矩

阵，选用Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ双正交９７小波进行正交变换，

图３给出了Ｌｅｎａ图像在采样率（犕／犖）为０．５，０．４，

０．３，０．２，０．１时，利用ＶｓｓＡＭＰ算法进行重建的结

果。为了验证结果，图４给出了采样率犕／犖＝０．３

时，ＶｓｓＡＭＰ，ＳＡＭＰ，ＧＰＳＲ和 ＯＭＰ算法对Ｌｅｎａ

图像的重建效果对比。为了更加直观地对比不同算

法的效果，还给出了Ｌｅｎａ图像使用不同方法重建

后的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）值，如表１所示。

图３ ＶｓｓＡＭＰ算法Ｌｅｎａ５１２图像的重建效果。（ａ）原始图像；（ｂ）犕／犖＝０．５；（ｃ）犕／犖＝０．４；

（ｄ）犕／犖＝０．３；（ｅ）犕／犖＝０．２；（ｆ）犕／犖＝０．１

Ｆｉｇ．３ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔｏｆＶｓｓＡＭＰｆｏｒＬｅｎａ５１２．（ａ）ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；（ｂ）犕／犖＝０．５；

（ｃ）犕／犖＝０．４；（ｄ）犕／犖＝０．３；（ｅ）犕／犖＝０．２；（ｆ）犕／犖＝０．１

图４ 不同算法下Ｌｅｎａ５１２图像的重建效果（犕／犖＝０．３）。（ａ）原始图像；（ｂ）ＶｓｓＡＭＰ算法；

（ｃ）ＳＡＭＰ算法；（ｄ）ＧＰＳＲ算法；（ｅ）ＯＭＰ算法

Ｆｉｇ．４ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｆｏｒＬｅｎａ５１２．（ａ）Ｏｒｉｇｉｎａｌｉｍａｇｅ；

（ｂ）ＶｓｓＡＭＰ；（ｃ）ＳＡＭＰ；（ｄ）ＧＰＳＲ；（ｅ）ＯＭＰ
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表１ Ｌｅｎａ图像使用不同算法重建后的ＰＳＮＲ值比较

Ｔａｂｌｅ１ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＰＳＮＲｓｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

犕／犖
Ｌｅｎａ５１２×５１２ＰＳＮＲ／（ｄＢ）

ＯＭＰ ＧＰＳＲ ＳＡＭＰ ＶｓｓＡＭＰ

０．１ １９．３３ ２３．８６ ２５．９３ ２５．９３

０．２ ２１．０５ ２７．２４ ２８．５４ ２９．１３

０．３ ２２．４９ ３０．８４ ３２．０４ ３２．１１

０．４ ２４．３８ ３３．３４ ３３．９３ ３３．９４

０．５ ２６．１２ ３５．４２ ３５．３７ ３５．４７

　　由图３可见，经ＶｓｓＡＭＰ算法重建后的图像细

节保留较好，有着较好的视觉效果，随着采样率的上

升，ＰＳＮＲ值也随之增大。采样率为０．５时，ＰＳＮＲ

值达到了３５．４７ｄＢ，采样率为０．１时，ＰＳＮＲ值也有

２５．９３ｄＢ。由图４直观看出，ＶｓｓＡＭＰ，ＳＡＭＰ，

ＧＰＳＲ在采样率为０．３时，均具有较好的视觉效果，

远超出贪婪算法中较为基础的ＯＭＰ算法。

通过表１中四种算法在采样率（犕／犖）为０．５～

０．１时ＰＳＮＲ值的对比，可以看出ＶｓｓＡＭＰ算法在

不同的采样率均具有最好的效果。在Ｂｏａｔ５１２×

５１２、Ｂａｒｂａｒａ５１２×５１２图像上的实验本算法也有类

似的结果。实验中ＶｓｓＡＭＰ，ＳＡＭＰ，ＧＰＳＲ的运算

时间都在几百秒，远小于ＯＭＰ所需时间。此外，表

２给出了不同重建算法大致的复杂度，表３中给出

了不同重建算法在采样率（犕／犖）为０．５～０．１时的

重建匹配度对比，作为衡量重建效果的又一指标。

其中，重建匹配度（ＲｅＭＤ）定义为 犇ＲｅＭ ＝１－

‖ 狘^狓狘－狘狓狘‖
‖ 狘^狓狘＋狘狓狘‖

。由此可见，ＶｓｓＡＭＰ算法具有速

度快、精度高的优越性。

表２ 不同重建算法复杂度的比较

Ｔａｂｌｅ２ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｃｏｍｐｌｅｘｉｔｙｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ＯＭＰ ＧＰＳＲ ＳＡＭＰ ＶｓｓＡＭＰ

ＣｏｍｐｌｅｘｉｔｙＯ（犓犕犖）Ｏ（犓犖）
Ｏ［犕犖犓

ｌｇ（狊）／狊］

Ｏ［犕犖犓

ｌｇ（狊）／狊］

表３ Ｌｅｎａ图像使用不同算法重建后的匹配度比较

Ｔａｂｌｅ３ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｍａｔｃｈｉｎｇｄｅｇｒｅｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

犕／犖
Ｌｅｎａ５１２×５１２犇ＲｅＭ

ＯＭＰ ＧＰＳＲ ＳＡＭＰ ＶｓｓＡＭＰ

０．１ ０．８９５９ ０．９３８０ ０．９５１４ ０．９５１４

０．２ ０．９１５１ ０．９６０５ ０．９６４１ ０．９６６４

０．３ ０．９３０４ ０．９７２４ ０．９７６０ ０．９７６２

０．４ ０．９４３７ ０．９７９３ ０．９８０７ ０．９８０７

０．５ ０．９５０３ ０．９８３７ ０．９８３７ ０．９８３８

　　但根据图像本身，在未知稀疏度的前提下能够

快速、精确无误地逼近犓，从而重建出效果更好的

图像，这仍是一个值得进一步研究和探讨的问题。

５　结　　论

结合ＳＡＭＰ的自适应性和ＳｔＯＭＰ的分阶段实

现思想，针对固定步长所带来的精度不够以及ＯＭＰ

耗时长的问题，在稀疏度犓 未知的情况下，提出了

一种新的解决犾０ 范数最小问题的贪婪迭代算法：变

步长自适应匹配追踪算法。实验结果表明，该算法

重建效果在不同的采样率上均优于ＳＡＭＰ，ＧＰＳＲ，

ＯＭＰ算法，重建所需时间与ＳＡＭＰ，ＧＰＳＲ处于同

一量级，远小于ＯＭＰ，是一种综合性能较好的压缩

感知重建算法。为了使图像变得更加稀疏，还可以

考虑先用该算法重建出图像在Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换域

的系数，再恢复出原图像，以便进一步改善其重建

效果。
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