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基于非局部曲率驱动扩散的图像修复
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摘要　将空间非局部导数算子引入曲率驱动扩散方程，建立了一个基于非局部曲率驱动扩散的图像修复模型。与

原模型的主要差别在于，原模型利用待修复像素的空间局部信息来估计丢失像素，而新模型利用和待修复像素相

似的所有像素来估计丢失像素，充分利用了图像的全局信息。数值实验表明，新模型在图像修复，尤其是纹理图像

的修复方面非常有效。
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１　引　　言

数字图像修复是利用缺损图像中的有效信息按

一定算法对缺损区域进行信息填充的过程［１］，是数字

图像处理、视觉分析和影视制作等领域中的重要技

术。最初用于恢复绘画、照片和电影胶片中的裂缝、

划痕和污点等，后来又推广到去遮挡、文字去除、制作

特效以及图像通信中恢复丢失块等方面。近年来基

于偏微分方程（ＰＤＥ）和变分的方法被广泛应用于图

像修复［２～９］。这类方法根据图像特征，沿特定的方向

将周边的已知信息扩散到未知区域中。典型的方法

包括最早的（ＢＳＣＢ）模型
［２］用三阶ＰＤＥ模拟平滑传输

过程，基于总变差（ＴＶ）的模型
［３］，基于曲率驱动的扩

散（ＣＤＤ）模型
［４，５］等。其中ＣＤＤ模型中扩散强度不

仅依赖于灰度的梯度值，而且考虑了轮廓等照度线的

曲率的影响，扩散由二者共同控制。在等照度线有较

大曲率处扩散更加强烈，随着曲率的减小扩散逐渐减

弱，克服了ＴＶ修复模型不能保持“视觉连通性”准

则［４，５］的缺点。该模型能很好地修复非纹理图像并保

持其边缘信息，但对纹理图像修复效果欠佳。这是由

于模型中采用的都是局部算子，对修复区域每点的扩

散只考虑了该点周围的局部信息，而纹理是图像像素

值在空间上的某种周期性的变化模式［１０～１２］，即纹理

区域有较强的全局相似性，所以对纹理图像的修复采

用非局部算子会产生较佳效果。

本文利用Ｇｉｌｂｏａ定义的非局部微分算子
［１３］，构

造了一种非局部的曲率驱动偏微分方程模型，通过

计算待修复区域中像素点的非局部梯度与曲率，来

选取全局最优的扩散方向，从而能够解决纹理图像

的修复问题。数值实验表明，新模型不仅能够继承

ＣＤＤ模型的“连通性”，更重要的是对于含有纹理区
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域的图像有非常好的修复效果。

２　非局部曲率驱动扩散模型

文献［４，５］中给出的ＣＤＤ模型如下，仅考虑修

补，不考虑去噪，因此去掉了忠诚项：

狌

狋
＝ｄｉｖ

狘犽狘
狘狌狘

（ ）狌 ，　狓∈犇，狋∈ （０，犜］
狌（狓，狋）＝狌０（狓），　狓∈犇

犮，狋∈［０，犜

烅

烄

烆 ］

（１）

式中狌（狓，狋）是狋时刻的修复图像，初始条件狌０（狓）

是已知的待修复图像，犇和犇犮分别为待修复区域和

已知区域，图像定义域Ω＝犇∪犇
犮，犽为等照线的曲

率，狌为狌的梯度，狘狌狘为 狌的模。

ＣＤＤ模型是对ＴＶ修复模型
［３］狌

狋
＝ｄｉｖ

狌

狘狌（ ）狘
的改进，即在扩散系数中加入了等照度线的曲率，从而

使扩散强度受到图像中多重空间几何信息的控制，在

等照度线曲率较大的区域扩散更快，随着曲率的减小，

扩散逐渐减弱，这使得修复过程能够消除大曲率而稳

定小曲率，从而满足视觉连通性准则［４，５］。正如Ｃｈａｎ

等［４，５］指出的那样，该模型是局部的低层修复模型，有

一个本质的缺点：Ｃｈａｎ从人类认知的角度将其提出

的局部修复模型（包括ＣＤＤ模型）称为低层修复模

型，这些局部模型在修复图像时只利用了填充区域

周围的局部信息，对非纹理图像有很好的修复效果，

但对含有丰富纹理的图像效果却很不理想。如图１

所示，对左边待修复的图像，待修复区域是中心方

块，由于视觉连续性，通常人们会判断左图为一个完

整的十字，将待修复区域填充成黑色。但若把左图

嵌入到右图，人们会判断该图是棋盘的一部分，将待

修复区域填充成白色，之所以做出这种判断，是由于

人类会根据全局信息来识别。而文献［３，４］中的低

层修复模型只利用局部信息进行修复，对图１中的

右图其修复结果仍为黑色而非白色，也就是说局部

模型对右图的修复结果是错误的。

图１ 纹理修复

Ｆｉｇ．１ Ｔｅｘｔｕｒｅｉｎｐａｉｎｔｉｎｇ

利用Ｇｉｌｂｏａ的非局部微分算子
［１３］给出一个非

局部的曲率驱动扩散模型，即非局部ＣＤＤ模型，在

扩散过程中，由于利用了空间上全局的相似信息，模

型能够识别全局的结构化模式。实验结果表明，非

局部ＣＤＤ模型对于纹理图像有很好的修复效果。

基于非局部导算子和模型１，给出如下扩散方程：

狌

狋
＝ｄｉｖ狑

狘犽狑狘

狘狑狌狘
狑（ ）狌 ，　狓∈犇，狋∈ （０，犜］

狌（狓，狋）＝狌０（狓），　狓∈犇
犮，狋∈ ［０，犜

烅

烄

烆 ］

（２）

当模型中所有的空间导数都采用传统导数时，就是

ＣＤＤ模型
［４，５］，这里考虑非局部导数。狑 为非局

部梯度算子，ｄｉｖ狑 为非局部散度算子，犽狑 为非局部

的曲率，分别定义如下［１３］：

设图像函数狌（狓）∈犔
２（Ω），图像定义域Ω犚

２

是一个有界开区域。函数狌（狓）在点狓（狓１，狓２）∈Ω

相对于点狔（狔１，狔２）∈Ω的方向导数为

狔狌（狓）＝ ［狌（狔）－狌（狓）］ ω（狓，狔槡 ）， （３）

式中ω（狓，狔）是权重，且满足对称性：ω（狓，狔）＝ω（狔，

狓）。狌（狓）在狓（狓１，狓２）点的非局部梯度 狑狌（狓）为

狌（狓）在狓（狓１，狓２）点相对于所有点狔∈Ω的方向导

数构成的向量

（狑狌）（狓，狔）＝ ［狌（狔）－狌（狓）］ ω（狓，狔槡 ），　狔∈Ω．

（４）

　　梯度模定义为

狑狌 （狓）＝∫
Ω

［狌（狔）－狌（狓）］
２
ω（狓，狔）ｄ

槡
狔．

　　对于矢量狏＝狏（狓，狔），（狓，狔）∈Ω×Ω，非局部散

度ｄｉｖ狑狏（狓）为

（ｄｉｖ狑狏）（狓）＝∫
Ω

［狏（狓，狔）－狏（狔，狓）］ ω（狓，狔槡 ）ｄ狔．

（５）

　　类似的，定义非局部曲率

犽狑 ＝ｄｉｖ狑
狑狌

狑
（ ）狌

＝∫
Ω

［狌（狔）－狌（狓）］狑（狓，狔）×

１

狘狑狌狘（狓）
＋

１

狘狑狌狘（狔［ ］）ｄ狔． （６）

非局部ＣＤＤ模型的非局部性体现在，对任一点狓∈

Ω，其微分运算涉及到图像中所有点狔∈Ω，狔点对狓

点的贡献依赖于权重ω（狓，狔），权重取决于这两点之

间的灰度相似性或空间距离。采用文献［１３］中给出

的基于块的相似性度量

犱α（狓，狔）＝∫
Ω

犌α（狊）狘狌（狓＋狊）－狌（狔＋狊）狘
２ｄ狊，（７）

式中犌α（狊）是标准差为α的高斯函数。（７）式实际上

是分别以狓和狔为中心的圆形区域所包含的像素点

５３６１
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的灰度值之间的平均相似性。不论这两点的空间距

离远近，只要其周围像素点的灰度值足够相似，它们

就是相近的。而一般的局部处理方法只考虑了某个

像素点的周围按欧氏距离度量相近的点，这是两类

方法的本质区别。在图像修复中，待修复区域中点的

权值计算是基于块的局部信息（即块中已知像素点

的灰度值）来计算的，块的中心点是未知的。根据像

素点之间的相似性度量，来确定模型２中的权重

狑（狓，狔）：灰度值越相近的点（即块距离越小），说明

二者周围的信息越相似，权值应取得大一些，即权值

是块距离的减函数，常用二值函数或负指数函数

等［１４］。为简单起见，这里采用二值函数，任一点狔∈

Ω与点狓的权定义为

狑（狓，狔）＝
１， 狔∈犃（狓）ｏｒ狓∈犃（狔）

０，｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
（８）

为了减少计算量，通常将狔限制在包含点狓的一个

较大邻域内，邻域的尺寸远大于（７）式中高斯函数的

尺度α，在此邻域内找出最相似的若干个点狔，记其

全体为犃（狓），规定其权重为１，其它点的权重为０。

犃（狓）的定义如下：在狓的一个较大邻域犛（狓）Ω

内，找一个点集犃满足

犃（狓）＝ａｒｇｍｉｎ
犃犛（狓）

｛∫犃
犱犪（狓，狔）ｄ狔，狘犃狘＝

γ狘犛（狓）狘｝， （９）

式中｜·｜为平面区域的面积，在离散情况下，是犃

中像素点的个数。图２所示是相似块示意图，图中

白色区域为待修复区域，实线块为包含有部分已知

信息的待修复块，虚线块为找到的几个内部信息与

红色块中已知区域信息相似的块。

图２ 待修复区域相似块示意图

Ｆｉｇ．２ Ｓｉｍｉｌａｒｂｌｏｃｋｓｆｏｒｐｉｘｅｌｓｔｏｂｅｉｎｐａｉｎｔｅｄ

对于非局部ＣＤＤ模型，由于从图像的已知区域

找到最相似的信息进行填充，从而对周期性很强的

纹理图像有很好的修复效果，实验结果也表明该模

型满足视觉连通性准则。

３　新模型的修复算法

３．１　新模型的离散化

设狌犻表示待修复区域Ω 中某一犻点的灰度值，

对于非局部ＣＤＤ模型，采用时间显式差分格式来迭

代求解

狌狀＋１犻 ＝狌
狀
犻＋Δ狋·ｄｉｖ狑犱

狘犽
狀
狑犱狘狑犱狌

狀
犻

狘狑犱狌
狀
犻

（ ）狘

狌０ ＝狌

烅

烄

烆 ０

（１０）

式中Δ狋为时间步长。狑犻犼为狑（狓，狔）的离散化，与犻点

相似的点犼构成一个非局部邻域：犼∈犖犻＝｛犼：狑犻犼＞０｝，

狑 的离散化记为

狑犱（狌犻）＝ （狌犻－狌犼） 狑犻槡 犼，犼∈犖犻， （１１）

ｄｉｖ狑 离散化为

ｄｉｖ狑犱（狆犻，犼）＝∑
犼∈犖犻

（狆犻，犼－狆犼，犻） 狑犻槡 犼， （１２）

｜狑狌｜离散化为

狘狑犱狌狘犻 ＝ ∑
犼∈犖犻

狌犼－狌（ ）犻
２狑犻

槡
犼， （１３）

犽狑 离散化为

犽狑犱 ＝∑
犼∈犖犻

（狌犻－狌犼）狑犻犼
１

狘狑犱狌狘犻
＋

１

狘狑犱狌狘（ ）
犼

．

（１４）

类似于文献［１５］，可以证明，当时间步长满足０≤

Δ狋≤
１

ｄｉｖ狑犱
２
Ｌ
２
时，（１０）式的差分格式是数值稳

定的。

为了进一步说明非局部ＣＤＤ模型与局部ＣＤＤ

模型的本质不同，对两个模型的离散格式进行比较。

若对局部ＣＤＤ模型也采用时间显式有限差分离散，

其离散格式为

狌狀＋１犻 ＝狌
狀
犻＋Δ狋 ∑

犼∈｛犖，犛，犈，犠｝

犮狀犼（狌
狀
犼－狌

狀
犻），

狌０ ＝狌０

烅

烄

烆 ，

（１５）

式中犖，犛，犈，犠 是指与像素点犻在垂直和水平方向

相邻的北、南、东、西４个像素，犮狀犼 为该模型整理后

狌狀犼－狌
狀
犻 的系数项。而非局部ＣＤＤ模型的离散格式为

狌狀＋１犻 ＝狌
狀
犻＋Δ狋∑

犼∈犖犻

犮狀犼（狌
狀
犼－狌

狀
犻），

狌０ ＝狌０

烅

烄

烆 ，

（１６）

式中犖犻＝｛犼：狑犻犼＞０｝是与像素点犻最相似的所有像

素点，而犮狀犼 为新模整理后狌
狀
犼－狌

狀
犻 的系数项。两个

模型的主要差别在于，原模型利用待修复像素的空

间局部信息来估计丢失像素，而新模型利用和待修

复像素较大范围内相似的所有像素来估计丢失像

素，充分利用了图像的全局信息。
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３．２　新模型的算法描述

经过上文的离散化后，现将新模型的算法归纳

如下：

初始化：设置搜索窗大小，块大小，相似块个数

犽以及迭代次数；

１）对修复区域中的像素点犻，计算权值狑犻，犼：在

以像素点犻为中心的搜索窗内，检查以窗内每个像

素为中心，大小为γ的小块，找出和像素点犻最相似

的犽个像素，置其权为１，其它像素点权置０；

２）利用（１０）～（１４）式计算像素点犻的灰度值

狌狀犻，狀为迭代次数；

３）对修复区域中的所有像素点，重复１）和２），

完成一次迭代；

４）令狀＝狀＋１，重复１），２），３）直到预先设定的

迭代次数。

４　数值实验及分析

在大量数值实验的基础上，给出几个典型的实

验结果来说明本模型的良好性能。主要比较了局部

ＣＤＤ模型与本文提出的非局部ＣＤＤ模型对纹理图

像修复的有效性。

对图３，图４使用提出的非局部ＣＤＤ算法的参

数选取如下：在求权值狑犻，犼时，搜寻窗大小取为２１×

２１，像素块大小γ＝５×５，犽＝１０。最佳迭代次数如

表１所示。

图３ 纹理图像修复的效果。（ａ）待修复的图像；（ｂ）局部ＣＤＤ的修复结果；（ｃ）非局部ＣＤＤ的修复结果

Ｆｉｇ．３ Ｉｎｐａｉｎｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｔｅｘｔｕｒｅｄｉｍａｇｅ．（ａ）ｉｍａｇｅｔｏｂｅｉｎｐａｉｎｔｅｄ；（ｂ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｌｏｃａｌＣＤＤ；

（ｃ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌＣＤＤ

图４ 纹理图像去文字遮挡的效果。（ａ）待修复的图像；（ｂ）局部ＣＤＤ的修复结果；（ｃ）非局部ＣＤＤ的修复结果

Ｆｉｇ．４ Ｉｎｐａｉｎｔｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｅｘｔｒｅｍｏｖａｌｆｏｒａｔｅｘｔｕｒｅｄｐａｒｔｏｆ＂Ｂａｒｂａｒａ＂ｉｍａｇｅ．（ａ）ｉｍａｇｅｔｏｂｅｉｎｐａｉｎｔｅｄ；

（ｂ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｌｏｃａｌＣＤＤ；（ｃ）ｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｎｏｎｌｏｃａｌＣＤＤ

表１ 两种算法相关参数比较

Ｔａｂｌｅ１ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

Ｆｉｇｕｒｅ３ Ｆｉｇｕｒｅ４

ＬｏｃａｌＣＤＤ ＮｏｎｌｏｃａｌＣＤＤ ＬｏｃａｌＣＤＤ ＮｏｎｌｏｃａｌＣＤＤ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆｉｔｅｒａｔｉｏｎ ５０００ ２０ ６０００ ３０

ＰＳＮＲｏｆｔｈｅｉｍｐａｉｎｔｅｄｉｍａｇｅ ２０．９２６７ ３０．７９５６ ２５．４７３４ ３１．８２５１
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　　图３是对一个纹理图像的修复结果比较，原图

是一个含有棋盘模式（黑白相间的块）的图像，局部

ＣＤＤ模型仅利用局部信息进行扩散，并没有按照全

局的模式信息进行修复，而新模型利用全局信息进

行修复，有效地将交错的黑白格子修复出来，符合人

类的认知结果。图４是对一个纹理图像去文字遮挡

的结果，很明显，虽然局部ＣＤＤ模型能够去除文字

遮挡，但在纹理处留下了明显的痕迹，而用非局部模

型对裤子纹理的衔接更自然。表１对这两种算法的

迭代次数和修复后图像的峰值信噪比（ＰＳＮＲ）进行

了对比，非局部 ＣＤＤ 模型的迭代次数要比局部

ＣＤＤ模型少很多，但是迭代过程中，由于非局部

ＣＤＤ模型是在全局中选取相似点，所以每次迭代时

计算量要比局部算法大很多，尽管总的迭代次数少，

但是总运算量要比局部模型大得多，从而运算时间

比局部模型长。搜寻窗和像素块的选取直接影响了

算法性能，选取的相似块范围越大，修复效果越好，

但相应的运算时间会更长。所以使用此方法要根据

实际情况选取合适参数。

５　结　　论

将空间非局部微分算子引入ＣＤＤ方程，建立了

一个非局部ＣＤＤ模型，讨论了模型的离散格式。通

过离散格式对新模型与原模型进行了对比，指出两

个模型的主要差别在于，原模型利用待修复像素的

空间局部信息来估计丢失像素，而新模型利用和待

修复像素相似的所有像素来估计丢失像素，充分利

用了图像的全局信息。用数值实验验证了新模型在

纹理图像的修复方面的良好性能。
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