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驱动场对非简并光学参变振荡器动力学特性的影响

田晓华　费　佳　郭奇志
（上海大学物理系，上海２００４４４）

摘要　研究了驱动场对非简并光学参变振荡器动力学行为的影响，通过计算系统的李雅普诺夫（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数，

发现当驱动场变化时，系统会出现定态、周期态、混沌态和超混沌态，并得到与各状态相应的驱动场取值范围。基于

相图、Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数谱和时间序列图的数值模拟也证实了计算结果，为进一步研究该系统的混沌反控制奠定了基础。
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１　引　　言

光学参变放大与振荡是典型的非线性光学效

应，属于二阶非线性光学混频过程，可以放大弱的光

信号。光学参变振荡器是在参量放大原理基础上发

展起来的，其实际意义是把抽运光的能量转变为相

干的，在较大范围内波长可调的信号光及闲频光输

出，最大特点是其输出频率可以在一定范围内连续

改变。不同的非线性介质和不同的抽运源，可以得

到不同的调谐范围［１～３］。

自１９６５年Ｊ．Ａ．Ｇｉｏｒｄｍａｉｎｅ和Ｒ．Ｃ．Ｍｉｌｌｅｒ

制成第一台光学参变振荡器［４］以来，人们对光学参

变振荡效应进行了大量的理论研究与实验观察。２０

世纪８０年代，光学混沌（包括时间混沌和时空混沌）

的研究逐步进入快速发展时期，因此，众多学者积极

投入到混沌的研究。

１９８８年Ｌ．Ａ．Ｌｕｇｉａｔｏ等
［５］对简并光学参变振

荡器的不稳定性进行了全面的讨论，他们发现简并

光学参变过程在一定的条件下存在双稳态、自脉冲

和混沌现象。１９８９年 Ｎ．Ｐ．Ｐｅｔｔｉａｕｘ等
［６］对简并

光学参变振荡器的不稳定性及 Ｈｏｐｆ分岔进行了研

究。近年来，国内的冯秀琴等［７～１２］对简并光学参变

振荡器系统的混沌及其控制也进行了研究，赵超樱

等［１３］对简并光学参变振荡器的量子起伏做过相关

研究。但这些研究仅限于简并光学参变振荡器，在

很长一段时间里人们并没有对非简并光学参变振荡

进行过全面、系统的研究。Ｂ．ＣｏｕｔｉｎｈｏｄｏｓＳａｎｔｏｓ

等［１４］曾对注入信号的非简并光学参变振荡器

（ＮＯＰＯ）进行了量子分析。王海等
［１５］对非简并光

学参变振荡腔非稳特性进行过研究报道，随后张天

才等［１６］又对环形腔非简并光学参变振荡过程中内
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腔信号场和抽运场的强度随外抽运场的变换情况进

行了研究。描述非简并光学参变振荡器系统的非线

性方程较简并系统更为复杂，其动力学行为也较之

丰富，关于此系统中的混沌行为，迄今还未见有相关

系统的研究。

非简并光学参变振荡作为产生谐波、亚谐波以及

非经典光场的重要工具，已经引起了人们的极大重

视。研究发现，在强输入光作用下，非简并光学参变

振荡系统输出会处于混沌或超混沌态，因而研究非简

并光学参变振荡器的混沌或超混沌特性及控制，具有

非常重要的应用价值。

本文通过计算非简并光学参变振荡器系统的李

雅普诺夫（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数，发现驱动场强度不同时，

系统会出现定态、周期态、混沌态或超混沌态。计算

结果为进一步研究该系统的混沌反控制奠定了基础。

２　非简并光学参变振荡器

非简并光学参变振荡器是非线性光学系统，描

述非简并光学参变振荡器的动力学方程为［１７］

ｄα１
ｄ狋
＝犈Ａ－（γ１＋ｉΔ１）α１－α２α３

ｄα２
ｄ狋
＝－（γ２＋ｉΔ２）α２＋α１α


３

ｄα３
ｄ狋
＝－（γ３＋ｉΔ３）α３＋α１α



烅

烄

烆
２

， （１）

式中α１，α２，α３ 分别表示抽运光、信号光和闲频光三

个模的复振幅；γ１，γ２，γ３ 分别为三个模的衰减率；

Δ１，Δ２，Δ３ 分别为三个模的调谐参数；犈Ａ 为抽运光

场强度，正比于相干驱动场振幅，假设为实数。

为数值分析方便，做如下变换

狔１ ＝ （α１＋α

１ ）／２　狔２ ＝－ｉ（α１－α


１ ）／２

狔３ ＝ （α２＋α

２ ）／２　狔４ ＝－ｉ（α２－α


２ ）／２

狔５ ＝ （α３＋α

３ ）／２　狔６ ＝－ｉ（α３－α


３ ）／

烅

烄

烆 ２

，（２）

将系统的复数方程（１）式化为实数方程

ｄ狔１
ｄ狋
＝犈Ａ－γ１狔１＋Δ１狔２－狔３狔５＋狔４狔６

ｄ狔２
ｄ狋
＝－γ１狔２－Δ１狔１－狔３狔６－狔４狔５

ｄ狔３
ｄ狋
＝－γ２狔３＋Δ２狔４＋狔１狔５＋狔２狔６

ｄ狔４
ｄ狋
＝－γ２狔４－Δ２狔３－狔１狔６＋狔２狔５

ｄ狔５
ｄ狋
＝－γ３狔５＋Δ３狔６＋狔１狔３＋狔２狔４

ｄ狔６
ｄ狋
＝－γ３狔６－Δ３狔５－狔１狔４＋狔２狔

烅

烄

烆
３

，（３）

３　李雅普诺夫指数分析

在混沌动力学中，为了定量地刻画混沌系统相

邻的两点随时间而指数式地吸引或分离的程度，人

们引入了李雅普诺夫指数。

考虑一维非线性微分方程系统：ｄ犡
ｄ狋
＝犉（犡），

式中犉（犡）是非线性函数。设犡０ 为定态，为了研究

稳定性，令犡（狋）＝犡０＋δ犡（狋），δ犡（狋）表示偏差。则

δ犡 在长时间（狋→ ∞）的平均变化可表示为

λＬ ＝ｌｉｍ
狋→∞

１

狋
ｌｎ

δ犡（犡０，狋）

δ犡（犡０，０）
， （４）

λＬ 称为李雅普诺夫指数。

对于一个犖维系统，有犖个分量，也就有犖个李

雅普诺夫指数，故也把它们称为谱，可以用λ１，λ２，…，

λ犖 表示，对应描述轨道沿每个分量方向的指数靠近

或发散的快慢。把所有的李雅普诺夫指数按其大小

可以排列成李雅普诺夫指数谱：λ１＞λ２＞…＞λ犖，

用来刻画系统的稳定性。如果系统有一个正的李雅

普诺夫指数，说明在一个具有有界轨线的动力系统

中存在着一种混沌运动；如果有两个或两个以上正

的李雅普诺夫指数，说明系统处于超混沌状态；如果

系统的所有李雅普诺夫指数全为负值，说明系统处

于定态；如果系统最大的李雅普诺夫指数为０或接

近于０，则说明系统处于周期态。

当系统参数取γ１＝γ２＝γ３＝１，Δ１＝１，Δ２＝

－５，Δ３ ＝１，初始条件为：α
０
１ ＝０．１＋ｉ０．１，α

０
２ ＝

０．１＋ｉ０．１，α
０
３ ＝０．１＋ｉ０．１时，计算系统（３）式的李

雅普诺夫指数随犈Ａ 的变化情况，如图１（ａ）所示，为

更清楚地显示李雅普诺夫指数随犈Ａ 的变化情况，

图１（ｂ），（ｃ）分别给出犈Ａ 在 ［０，１２］以及［６０，７５］区

间的指数谱。

根据上述参数值：γ１ ＝γ２ ＝γ３ ＝１，Δ１ ＝１，

Δ２ ＝－５，Δ３ ＝１，计算系统起振时的阈值，由公

式［１２］

犈ｔｈＡ ＝γ１γ２ １＋
Δ２＋Δ３
２γ（ ）

２
［ ］

２ １／２

１＋
Δ１

γ（ ）
１

［ ］
２ １／２

得犈ｔｈＡ ≈３．２。

由图１可知，当抽运强度犈Ａ ＜３．２时，系统处

于定态，六个李雅普诺夫指数均为负值，特别当

犈Ａ ≤２．８时，所有的李雅普诺夫指数都相等，均为

－１．４４３。

当３．２≤犈Ａ ＜７．７４和７．７８＜犈Ａ ＜８．３６时，

系统最大的李雅普诺夫指数均接近于０，其余为负

值，因而在这两个区间，系统处于周期态。

２４４１
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图１ 李雅普诺夫指数随犈Ａ 的变化关系曲线。（ａ）犈Ａ＝［０，１００］，（ｂ）犈Ａ＝［０，１２］，（ｃ）犈Ａ＝［６０，７５］

Ｆｉｇ．１ ＥｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆＬｙａｐｕｎｏｖｅｘｐｏｎｅｎｔｓｖｅｒｓｕｓ犈Ａ．（ａ）犈Ａ＝［０，１００］，（ｂ）犈Ａ＝［０，１２］，（ｃ）犈Ａ＝［６０，７５］

　　当７．７４≤犈Ａ≤７．７８，８．３６≤犈Ａ≤１００时，系

统有至少一个李雅普诺夫指数为正值，处于混沌或

超混沌态。特别当４０≤犈Ａ ≤６２和７１＜犈Ａ ≤１００

时，系统有两个正的李雅普诺夫指数，因而处于超混

沌态。此外，当６４．７＜犈Ａ＜６６．８以及６６．９≤犈Ａ≤

７１时，谐波模（信号光模和闲频光模）处于混沌态，

而基模（抽运光模）则处于周期态。

４　数值模拟结果

根据以上计算结果，取γ１＝γ２＝γ３＝１，Δ１＝

１，Δ２ ＝－５，Δ３ ＝１，初始条件为α
０
１ ＝０．１＋ｉ０．１，

α
０
２ ＝０．１＋ｉ０．１，α

０
３＝０．１＋犻０．１时，对非简并光学

参变振荡器系统的输出情况进行数值模拟，得到了

不同抽运强度所对应的相图和时间序列谱。

图２为犈Ａ ＝３．０时系统的输出光强度随时间

的变化曲线，可以看出，随着时间的增加，抽运光、信

号光和闲频光均迅速趋于定值，所不同的是，抽运光

有稳定的输出，但由于抽运光强度太小，所以信号光

和闲频光此时没有输出。

图３（ａ）给出了犈Ａ＝４．５时信号光模的相图，图

３（ｂ）给出了相应输出光强的时间序列。由图可见，

信号光模处于周期１的轨道。此时闲频光模与信号

光模的情形相同。

图２ 非简并光学参变振荡器输出的光强变化（犈Ａ＝３．０）

Ｆｉｇ．２ ＥｖｏｌｕｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｎｔｅｎｓｉｔｙｏｆｔｈｅＮＯＰＯ（犈Ａ＝３．０）

图３ 犈Ａ＝４．５时信号光模（ａ）周期轨道和（ｂ）时间序列

Ｆｉｇ．３ （ａ）Ｐｅｒｉｏｄｉｃｏｒｂｉｔａｎｄ（ｂ）ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｓｉｇｎａｌｍｏｄｅａｔ犈Ａ＝４．５

　　进一步的数值模拟结果表明：当３．２≤犈Ａ ＜

７．７４和７．７８＜犈Ａ＜８．３６时，系统均处于周期１的

轨道；在犈Ａ＝７．７４和犈Ａ＝８．３６时，系统都是通过

突变的方式由周期态跳跃进入混沌态的，并未发现
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其进行倍周期分岔；当６４．７＜犈Ａ ＜６６．８以及

６６．９≤犈Ａ ≤７１时，系统的基模（抽运光模）处于不

同的周期态，如图４所示。

由图４的相图和图５的时间序列图可知，犈Ａ＝

６５时系统的抽运光模为周期４，而犈Ａ＝７１时抽运光

模为周期２。更多的数值模拟结果表明：６４．７＜

犈Ａ ＜６６．８时，抽运光模均为周期４，而６６．９≤犈Ａ≤

７１时为周期２。

图４ （ａ）基模的周期４轨道，（ｂ）基模的周期２轨道

Ｆｉｇ．４ （ａ）Ｐｅｒｉｏｄｉｅ４ａｎｄ（ｂ）ｐｅｒｉｏｄｉｃ２ｏｒｂｉｔｓｏｆｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅ

图５ 基模的时间序列。（ａ）犈Ａ＝６５；（ｂ）犈Ａ＝７１

Ｆｉｇ．５ Ｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅ．（ａ）犈Ａ＝６５；（ｂ）犈Ａ＝７１

　　由图１（ｂ）可知，随着抽运强度的增大，系统快

速跃迁进入混沌状态。当犈Ａ＝１２时，系统的六个

李雅普诺夫指数依次为：０．５４５，－０．００３，－０．００１，

－２．８５７，－２．９０１，－３．４３９，可见有一个正的李雅普

诺夫指数，因此系统处于混沌态。混沌吸引子如图

６（ａ）所示，抽运光、信号光和闲频光三模随时间的输

出变化如图６（ｂ）～（ｄ）所示。图７和图８分别给出

了不同抽运强度时系统的混沌吸引子。

图６ 犈Ａ＝１２时系统的混沌吸引子（ａ）和抽运光（ｂ）、信号光（ｃ）、闲频光（ｄ）的时间序列

Ｆｉｇ．６ Ｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒ（ａ）ａｎｄｔｈｅｃｈａｏｔｉｃｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｐｕｍｐ（ｂ），ｓｉｇｎａｌ（ｃ）ａｎｄｉｄｌｅ（ｄ）ｆｉｅｌｄｓ
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图７ 犈Ａ＝２９时非简并光学参变振荡系统（ａ）和基模（ｂ）的混沌吸引子

Ｆｉｇ．７ ＣｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆＮＯＰＯｓｙｓｔｅｍ（ａ）ａｎｄｆｕｎｄａｍｅｒｔａｌｍｏｄｅ（ｂ）ａｔ犈Ａ＝２９

图８ 犈Ａ＝６４时非简并光学参变振荡系统（ａ）和基模（ｂ）的混沌吸引子

Ｆｉｇ．８ ＣｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆＮＯＰＯｓｙｓｔｅｍ（ａ）ａｎｄｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｍｏｄｅ（ｂ）ａｔ犈Ａ＝６４

　　当７２≤犈Ａ≤１００时，系统有两个正的李雅普诺夫

指数，因而处于超混沌态。犈Ａ＝７５时，系统的六个李雅

普诺夫指数依次为：１．５３３，０．８６８，－０．１６５，－２．６９５，

－３．７６０，－４．４３８，超混沌吸引子和时间序列如图９所

示。由图可知，信号光模和闲频光模的超混沌吸引子

形状相似。

图９ 犈Ａ＝７５时（ａ）抽运光模、（ｂ）信号光模、（ｃ）闲频光模的超混沌吸引子和（ｄ）抽运光模、

（ｅ）信号光模、（ｆ）闲频光模的超混沌时间序列

Ｆｉｇ．９ Ｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃａｔｔｒａｃｔｏｒｓｏｆ（ａ）ｐｕｍｐｍｏｄｅ，（ｂ）ｓｉｇｎａｌｍｏｄｅａｎｄ（ｃ）ｉｄｌｅｍｏｄｅａｎｄｔｈｅｈｙｐｅｒｃｈａｏｔｉｃｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆ

（ｄ）ｐｕｍｐｍｏｄｅ，（ｅ）ｓｉｇｎａｌｍｏｄｅａｎｄ（ｆ）ｉｄｌｅｍｏｄｅａｔ犈Ａ＝７５

５　结　　论

研究了驱动场对非简并光学参变振荡器系统动

力学行为的影响，通过计算系统随驱动场变化的李

雅普诺夫指数谱，得到了非简并光学参变振荡器系

统处于定态、周期态、混沌态和超混沌态的参数区

间，结合系统在不同状态下的相图和时间序列，展示

了非简并光学参变振荡器系统的非线性动力学行为

特性。

通过对系统相图和时间序列的数值模拟分析发

现，适当选取参数，系统会处于定态、周期态、混沌态

和超混沌态。当系统处于周期态时，不同的抽运强

度所对应的周期轨道也会有所不同。当系统处于混
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沌或超混沌态时，不同的抽运强度对应不同形状的

混沌或超混沌吸引子。此外，非简并光学参变振荡

器系统在犈Ａ＝７．７４和犈Ａ＝８．３６由周期态进入混

沌轨道时的方式为突变，并没有出现倍周期分岔，这

和简并光学参变振荡器系统有所不同。
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