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基于乘性正则化的有限角度犆犜重建算法
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摘要　计算机层析（ＣＴ）扫描过程中，为了加快速度，同时减少Ｘ射线对人体的伤害，在有限角度下采样少量的投

影数据进行不完全数据重建就显得非常重要。基于总变分最小化的图像迭代重建算法，能够较好地应用于有限角

度ＣＴ重建，然而，其最小化函数的权值参数必须通过大量的实验观察比较才能被确定。即便这样，得到的参数往

往也不是最优的。为此，引入了一种基于乘性正则化的迭代重建算法，将总变分函数作为最小化函数的一个因子，

在具有总变分方法优点的同时，能够在迭代过程中自适应地调整正则化参数。仿真实验验证了该算法的有效性。
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１　引　　言

在众多工程领域中，受客观条件的限制，经常会

遇到不完全数据重建问题。对于这类问题的讨论，无

论是在理论上还是在实际应用中，都具有非常重要的

意义［１］。计算机层析（ＣＴ）扫描过程中，为了加快扫

描速度，同时减少Ｘ射线对人体的伤害，只在有限角

度下采样少量的投影数据进行不完全数据重建。

从数学角度来分析，ＣＴ中的有限角度重建问

题相当于求解一个欠定的代数方程组，属于不适定

问题研究范畴。针对该问题的重建算法很多，大致

可以分为两类：基于变换的迭代 解析重建算法和基

于级数展开的迭代 代数／统计重建算法［２，３］。１９８２

年 Ｍ．Ｎａｓｓｉ等
［４］提出用迭代重建算法（ＩＲＲ）法对心

脏成像；１９９８年 Ａ．Ｈ．Ｄｅｌａｎｅｙ等
［５］引入一种新型
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的松弛算法来解决 ＣＴ 中的有限角度重建问题；

２００１年Ｆ．Ｎａｔｔｅｒｅｒ等
［６］从数学角度讨论了有限角

度重建问题解的唯一性和稳定性；２００３ 年 Ｓ．

Ｓｉｌｔａｎｅｎ等
［７］阐述了带有先验知识的统计逆算法运

用于有限角度重建问题；２００５年Ｃａｎｄｅｓ等
［８］用小

波变换和总变分（ＴＶ）准则处理少量投影角度下的

数据，得到了不错的结果；２００６年 Ｍ．Ｒａｎｔａｌａ等
［９］

用小波变换结合Ｂｅｓｏｖ空间的先验信息对待重建图

像进行了最大后验预测；２００７年 Ｈｓｔａｕ
［１０］提出一种

基于代数重建算法（ＡＲＴ）来减少伪像。ＡＲＴ重建

算法［１１，１２］将图像重建问题转化为求解线性方程组

的问题，当投影数据不完全时，可以把丢失的数据看

作缺少了几个方程，这就在某种程度上忽略了投影

数据不全的问题，因而比较适合有限角度ＣＴ重建

问题［１３～１５］。另外，众多学者的研究表明，基于总变

分最小化的图像迭代重建算法，能够很好地应用于

有限角度ＣＴ重建
［１６］。

本文引入了一种基于乘性正则化的迭代重建算

法［１７］，该算法在具有总变分方法优点的同时，能够

在迭代过程中自适应地调整正则化参数，避免了多

次试探参数带来的不便。

２　有限角度ＣＴ重建的数学模型

ＣＴ重建的数学模型可归结为

狆＝犚狓， （１）

式中狆为测量得到的投影数据，犚为投影系统矩阵，

狓为待重建物体。下面说明该式的具体创建过程。

对于待重建物体狓，其中任一像素犼对某一射线犻的

投影贡献为［１７］

狆犻犼 ＝狉犻犼狓犼， （２）

式中狓犼为待重建物体的第犼个像素；狉犻犼 为像素犼对

射线犻的权值贡献，其定义为

狉犻犼 ＝
１，ｔｈｅｌｅｎｇｔｈｏｆ犻ｒａｙｔｈｒｏｕｇｈ犼ｐｉｘｅｌ

０，｛ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（３）

射线犻还经过其他像素，其总的射线投影为

狆犻＝∑
犼

狆犻犼 ＝∑
犼

狉犻犼狓犼， （４）

式中狆犻 为射线犻穿过物体后在探测器上得到的投

影值。

在有限角度ＣＴ图像重建中，投影数据的个数

一般远小于未知像素数。从数学角度来分析，该类

重建问题相当于求解一个欠定的代数方程组，属于

不适定问题研究范畴。因此，在有限角度下重建图

像的困难在于：１）一般像素数目及射线数目都极大，

在迭代过程中运算量很大。２）在很多情况下投影数

据的个数远小于未知像素数，（１）式是个欠定方程，

于是有无穷多个解。３）实际情况下，测量误差不可

避免，噪声影响也不可忽视。故对（１）式作如下修正

狆＝犚狓＋犲， （５）

式中犲为误差矢量。

因此，在有限角度下重建图像问题可归结为根

据有限角度下获得的带有噪声的测量矢量狆，利用

（５）式估计图像矢量狓。

３　重建算法

有限角度ＣＴ重建问题可归结为对一个欠定的

代数方程组的求解问题，从数学角度来看，它属于不

适定问题。为了得到比较满意的重建结果，重建过

程中通常需要引入正则化的方法。引入了一种乘性

正则化的方法，并使目标函数满足凸函数性质，利用

一般可微函数的共轭梯度法对其进行迭代求解，直

至求得所需要的最优解。

３．１　乘性正则化方法的引入

对于（５）式所示的不适定问题，一般将参量狓的

求解问题转化为求如下最优化问题，求得该问题的

最优解即为所需要的解。即

ｍｉｎ犑（狓）＝ 犚狓－狆 ， （６）

式中 · 为求范数。

解决这类问题通常需要引入正则化方法。常用

的正则化函数具有如下的形式：

犆（狓）＝犉（狓）＋λ犉
Ｒ（狓）， （７）

式中犉（狓）＝ 犚狓－狆
２ 为费用函数，犉Ｒ（狓）为惩

罚函数；λ为正则化参数。正则化函数的构造方法有

多种，其中比较重要的一类就是ＴＶ正则化法。所

谓的一般ＴＶ正则化法即是把ＴＶ范数作为惩罚函

数的正则化方法，也就是求解

犆（狓）＝犉（狓）＋λ 狓 ＴＶ， （８）

式中 狓 ＴＶ＝犉
Ｒ（狓）＝∫ 狓（狉）ｄ狉，狉为待重建物

体某点的位置向量。ＴＶ正则化法在图像重建过程

中对噪声具有很强的稳健性，但其正则化参数λ的

选择会影响其重建的质量，而且难以确定。所以希

望找到这样一种方法：在具有ＴＶ方法优点的同时，

能够克服其参数不易确定的缺点。本文介绍的方法

就是基于此目的提出的。

该方法将惩罚函数即ＴＶ函数作为目标函数的

一个因子，而将费用函数作为其另一个因子。将费

用函数看作惩罚函数的正则化参数，起调节惩罚函

６８２１
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数惩罚力度的作用。因此引入了一种乘性正则化方

法，其目标函数为

犆（狓）＝犉（狓）犉
Ｒ（狓）， （９）

式中犉（狓）和犉Ｒ（狓）分别定义如下

犉（狓）＝ηＤ 犚狓－狆
２，

犉Ｒ（狓）＝∫ 狓（狉）
２
＋δ［ ］２ １／２ｄ狉＝

犫狓
２
＋δ

２ 犫 ２， （１０）

式中ηＤ ＝ 狆
－２，犫＝犞－１／２

狓（狉）
２
＋δ［ ］２ －１／４

为正的权重因子；犞 ＝∫ｄ狉为重建区域的面积；δ
２ 是

一个正的参数，当目标函数最小化时，它保证正则化

项犉Ｒ（狓）不为零，并能调节正则化的力度；引入η犇

保证当狓为零向量时，参数犉（狓）等于１，起到归一化

的作用［１８］。在（９）式中引入费用函数犉（狓）可以看作

惩罚函数的正则化参数，在开始迭代时，由于犚狓－狆

值较大，也就是正则参数较大，那么惩罚函数的惩罚

力度就会很大；随着迭代次数的增加，犚狓－狆逐渐减

小，也即正则参数逐渐减小，惩罚函数的惩罚力度逐

渐降低，那么迭代解也就逐渐逼近真实解了。这样，

原正则化问题中的正则参数的选择可以转化为数据

保真度 犚狓－狆
２大小的选择，这样可消除正则化

参数的盲目选择给重建结果带来的影响。

３．２　应用一般可微函数的共轭梯度法求最优解

应用一般可微函数的共轭梯度法来对该逆问题

进行求解［１９］，即求（９）式的极小值。其本质就是利

用共轭梯度法来构造迭代序列｛狓狀｝狀＞０，从而逼近

（９）式的最优解。

当进行到第狀步迭代时，（９）式可化为

犆（狓狀）＝犉（狓狀）犉
Ｒ
狀（狓狀）， （１１）

由（１０）式可知

犉Ｒ狀（狓狀）＝∫犫
２
狀（狉） 狓狀（狉）

２
＋δ

２［ ］狀 ｄ狉＝

犫狀狓狀
２
＋δ

２
狀 犫狀

２， （１２）

犫狀 ＝ 狓狀－１（狉）
２
＋δ

２
狀－［ ］１

－１／４． （１３）

３．２．１　狓０ 的选取

由于有限角度重建问题属于不适定，可先通过

令以下函数的导数为零来求取其初值

犕 ＝ 犚狓－狆
２
＋λ 狓

２， （１４）

式中λ一般在０～１取值，本方法中取λ＝１。

将（１４）式对狓求导，并令导数等于零，可得

犕

狓
＝２犚

（犚狓－狆）＋２λ狓＝０， （１５）

式中犚为对犚取共轭。整理（１５）式得

（犚犚＋λ犐）狓＝犚狆， （１６）

则可得初值

狓０ ＝ （犚
犚＋λ犐）－

１犚狆， （１７）

这样选择是为了加快最优解的寻找速度。

定义第狀步的迭代余量误差为

狉狀 ＝犚狓狀－狆， （１８）

则迭代序列狓狀 可构造如下

狓狀 ＝狓０， 狀＝０

狓狀 ＝狓狀－１＋α狀－１狏狀－１， 狀≥
烅
烄

烆 １
（１９）

式中狓０ 为初始值，α狀 为一实常数，狏狀 为狓狀 的某一梯

度方向。因此要求出待重建图像的最优解狓狀，必须

先得到α狀 和狏狀。

３．２．２　狏狀 的选取

狏狀 可定义如下，狀＝０时，狏０ 为零向量，狀＞１时

狏狀 ＝－犵狀＋
犵狀

２

犵狀－１
２狏狀－１， （２０）

式中犵狀 是（１１）式中犆（狓狀）的梯度值，犵狀 的推导公式

如下

犵狀 ＝
犆（狓）

狓
＝
犉（狓）

狓
犉Ｒ（狓）＋犉（狓）

犉
Ｒ（狓）

狓
＝

２ηＤ犚
（犚狓－狆）犉

Ｒ（狓）＋犉（狓）［２·（犫
２
狓）］，

则

犵狀 ＝２ηＤ犚
狉狀－１犉

Ｒ
狀（狓狀－１）＋

２犉（狓狀－１）［·（犫
２
狀狓狀－１）］． （２１）

３．２．３　α狀 的选取

（１９）式中α狀 的取值须保证（１１）式取得极小值，

因此取（１１）式关于α狀 的一阶导数为零时的α狀。

（１１）式具体化为

犆狀 ＝ηＤ 犚狓狀－狆
２ 犫狀狓狀

２
＋δ

２
狀 犫狀（ ）２ ＝ηＤ 犚狏狀

２
α
２
狀＋２α狀（狉狀－１，犚狏狀）＋ 狉狀－１［ ］２ ×

犫狀狏狀
２
α
２
狀＋２α狀（犫狀狓狀－１，犫狀狏狀）＋ 犫狀狓狀－１

２
＋δ

２
狀 犫狀［ ］２ ， （２２）

对（２２）式进行求导，得

犆狀

α狀
＝４ηＤ 犚狏狀

２ 犫狀狏狀
２
α
３
狀＋６ηＤ 犚狏狀

２（犫狀狓狀－１，犫狀狏狀）＋（狉狀－１，犚狏狀）犫狀狏狀［ ］２ α
２
狀＋

２ηＤ 犚狏狀
２（犫狀狓狀－１

２
＋δ

２
狀 犫狀

２）＋４（狉狀－１，犚狏狀）（犫狀狓狀－１，犫狀狏狀）＋ 狉狀－１
２ 犫狀狏狀［ ］２ α狀＋

２ηＤ （狉狀－１，犓狏狀）（犫狀狓狀－１
２
＋δ

２
狀 犫狀

２）＋ 狉狀－１
２（犫狀狓狀－１，犫狀狏狀［ ］）． （２３）
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　　对（２３）式求关于α狀 的导数，并令犆狀／α狀 ＝０。

该方程为关于α狀 的一元三次方程，其根的求解过程

见文献［２０］，求出的三个根为两个复根和一个实根，

该实根即为所需的解。求得了狓０，狏狀和α狀之后，将其

代入（１９）式，即可求出狓狀。经过若干次迭代后，即可

得到需要的结果。

３．３　确定参数犫和δ
２ 的关系

（１１）式中的犉Ｒ（狓）项涉及到两个重要的参数犫

和δ
２，其中犫为正的权重因子，δ

２ 为一个正的参数。

当最小化目标函数时，δ
２ 可保证正则化项犉Ｒ（狓）不

为零，同时能调节正则化的力度。参数犫和δ
２ 的选

择，对正则化的结果乃至最终的重建结果都将产生

很大的影响。

通过保证（９）式的凸函数性来确定犫和δ
２。因为

只有保证（９）式的凸性，它的唯一极小值才存在。假

定（９）式的精确解为狓ｅｘａｃｔ，则待求的解可以表示为

狓（狉）＝狓
ｅｘａｃｔ（狉）＋α狏（狉）， （２４）

式中α为一个实值常参数，狏（狉）为一任意方向向量。

将（２４）式代入（９）式，得

犆（狓）＝犉（狓）犉
Ｒ（狓）＝

ηＤα
２ 犚狏 ２ 犫狓

ｅｘａｃｔ ２
＋α

２ 犫狏
２［ ＋

２α（犫狓
ｅｘａｃｔ，犫狏）＋δ

２ 犫 ］２ ， （２５）

令

犃＝ 犫狏
２，

犅＝ （犫狓
ｅｘａｃｔ，犫狏），

犆＝ 犫狓
ｅｘａｃｔ ２

＋δ
２ 犫 ２．

则（２５）式可以表示为

犆（狓）＝ηＤ 犚狏
２
α
２（犃α

２
＋２犅α＋犆）．（２６）

（２６）式对α求二阶导数，得


２犆（狓）

α
２ ＝２ηＤ 犚狏

２（６犃α
２
＋６犅α＋犆），（２７）

（９）式为凸函数的充分必要条件是（２７）式非负。由

于ηＤ 犚狏
２
＞０．故只需犳（α）＝６犃α

２
＋６犅α＋犆＝

α＋
犅
２（ ）犃

２

－
犅２

４犃２
＋
犆
６犃
≥０时，（２７）式非负。此时，

可推得

犅２

犃犆
＝

（犫狓
ｅｘａｃｔ，犫狏［ ］）２

犫狓
ｅｘａｃｔ ２

＋δ
２ 犫（ ）２ 犫狏

２ ≤
２

３
．

（２８）

　　考虑到施瓦茨不等式，可得

（犫狓
ｅｘａｃｔ，犫狏［ ］）２

犫狓
ｅｘａｃｔ ２ 犫狏

２ ≤１， （２９）

显然可以得到

δ
２
≥
１

２

犫狓
ｅｘａｃｔ ２

犫 ２
， （３０）

为（２８）式成立的充分条件，也即（９）式为凸函数的充

分条件。注意（３０）式不是（２８）式的必要条件。

（３０）式通过保证（９）式的凸性，给出了犫和δ
２

的关系。在迭代过程中，犫和δ
２ 可能发生改变，但只

要保证（３０）式成立，（９）式的凸性就不会被破坏，从

而保证了其最优解的存在。在实际编程过程中，对

（３０）式取等号。

４　仿真实验及评价

以经典的ＳｈｅｐｐＬｏｇａｎ头模型作为研究对象，

对模拟的投影数据在有噪和无噪条件下，用本文介

绍的算法和ＡＲＴ算法
［２１，２２］分别进行了重建。并对

这两种算法的重建结果进行了评价。

４．１　重建结果

在利用模拟的投影数据进行重建的过程中，主

要参数选取如下：增强器直径长度为１４０ｍｍ，射线

源到物体转轴中心距离为４００ｍｍ，射线源到探测

器中心距离为１０００ｍｍ。分别选取间隔为１°的２０，

３０，４０，５０和６０个扫描角度下的投影数据进行重

建，待重建图像分辨率取为６４ｐｉｘｅｌ×６４ｐｉｘｅｌ。

图１和图２所示为无噪情况下两种算法的图像

重建结果；图３和图４所示为在均值为０，方差为

１０００的高斯噪声存在的情况下两种算法的重建结

果。通过对相同扫描角度下的投影数据重建出的图

像进行对比，可以看出，本文的算法无论是在有噪还

是在无噪的情况下，均比 ＡＲＴ算法在重建质量上

有了较明显的提高。

图１ 本文算法在无噪情况下的重建结果

Ｆｉｇ．１ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
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图２ ＡＲＴ算法在无噪情况下的重建结果

Ｆｉｇ．２ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图３ 本文算法在有噪情况下的重建结果

Ｆｉｇ．３ Ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

图４ ＡＲＴ算法在有噪情况下的重建结果

Ｆｉｇ．４ ＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｉｍａｇｅｆｏｒｔｈｅＡＲＴａｌｇｏｒｉｔｈｍｕｎｄｅｒｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

４．２　重建结果评价

进行仿真实验时，可以使用均方误差来对重建

图像的质量进行评价。均方误差（ＭＳＥ）犈ＭＳ的定义

如下

犈ＭＳ＝
∑
犻
∑
犼

（珟狓犻犼－狓犻犼）
２

∑
犻
∑
犼

狓２犻犼
， （３１）

式中狓犻犼 为真实图像某点的灰度值，珘狓犻犼 为重建图像中

对应点的灰度值。需要说明的是，均方误差评价标准

只能在模拟实验中应用。当使用真实投影数据进行重

建时，由于狓犻犼 未知，该误差函数不能应用，需要采用

其他的评价标准。利用（３１）式所示的误差函数进行

图像质量评价，无噪和有噪情况下的结果分别如表１

和表２所示。从表中可以看出，无论是有噪还是无噪

情况下，本文的算法均优于ＡＲＴ算法。

表１ 无噪情况下各角度重建结果的 ＭＳＥ值比较

Ｔａｂｌｅ１ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＭＳＥｖａｌｕｅｕｎｄｅｒｉｄｅａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ

ＭＳＥ

（ｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
ＭＳＥ（ＡＲＴ）

２０ ０．１７５７ ０．２１１９

３０ ０．０９３９ ０．１２６５

４０ ０．０３９１ ０．０６４５

５０ ０．０１６８ ０．０３２８

６０ ０．００８２ ０．０１５０

表２ 在有噪情况下各角度重建结果的 ＭＳＥ值比较

Ｔａｂｌｅ２ ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＭＳＥｖａｌｕｅｕｎｄｅｒｎｏｉｓｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

Ｎｕｍｂｅｒｏｆ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ

ＭＳＥ

（ｐｒｏｐｏｓｅｄａｌｇｏｒｉｔｈｍ）
ＭＳＥ（ＡＲＴ）

２０ ０．１９７２ ０．２２０８

３０ ０．１１６５ ０．１４５０

４０ ０．０５５１ ０．０９４０

５０ ０．０３６５ ０．０７８９

６０ ０．０２７２ ０．０５１７
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５　结　　论

引入了一种新的基于乘性正则化的图像重建迭

代算法，该方法将ＴＶ函数作为最小化函数的一个

因子，并使目标函数满足凸函数性质，利用一般可微

函数的共轭梯度法对其进行迭代求解，直至求得所

需要的最优解。该算法在具有 ＴＶ方法优点的同

时，能够在迭代过程中自适应地调整正则化参数，克

服了最小化函数的权值参数必须通过大量的实验才

能被确定的缺陷。实验结果表明，该方法能够较好

地应用于有限角度ＣＴ重建。
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