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一种新的基于线性载波延拓的相位展开方法

张　恨　李艳秋　刘　克　吴少雄
（北京理工大学光电学院，北京１０００８１）

摘要　提出了一种利用线性载波对不连续相位图进行延拓后相位展开的方法。首先，通过傅里叶变换法确定载波

频率；然后，用最小二乘法确定与相位图相匹配的线性载波对背景、遮拦区域进行延拓；最后，采用经典的相位展开

算法对延拓后的相位图进行展开。实验结果表明，对于包含较大线性载波的不连续干涉图，延拓后相位展开结果

避免了各区域间的全局误差；计算机模拟结果表明，对于包含较小线性载波或不含载波的不连续干涉图，经过线性

载波调制后，使用该方法得到相位展开结果与真实波面均方根差仅为０．００２１ｒａｄ，不存在全局误差。
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１　引　　言

利用干涉仪检测光学系统像差时，对于某些特定

共轴 折 返 式 光 学 系 统，比 如 施 瓦 兹 希 尔 德

（Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ）微缩投影物镜，其两镜为反射式结构，

主镜与次镜间存在起固定作用的支架，干涉测量时，支

架在干涉图上形成遮拦，把干涉图分为不连续的几个

区域。采用移相法提取相位后，包裹相位图也被分割

为对应的孤立区域。

经典的相位展开算法有路径导引型算法和最小范

数法两类［１］，近年来又发展出很多对噪声抑制效果很

好的算法，如基于最大后验概率估计的ＺπＭ算法
［２］和

基于局部相位近似的ＰｈａｓｅＬａ算法
［３］等。但是对于这

种相位图不连续，被分割为几块分立区域的情况，现有

的相位展开算法只能对各分立区域内包裹相位展开。

而区域间相位值的对应关系被遮拦破坏，导致展开结

果中，各区域间存在２π整数倍的全局误差。

在光学像差检测中，往往通过调节光路使得待

测波面与参考波面之间具有一定的倾斜，表现在干

涉图上即引入了线性载波。对于包含线性载波的干

涉图，有多种相位提取算法：如空域的空间载波相移

法［４］、锁相环法［５］和频域的傅里叶变换法［６］等。由

于相位提取较方便，所以在相位测量的其他应用领
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域，也多引入线性载波，如表面粗糙度测量、三维轮

廓测量［７］等。本文提出了一种利用线性载波对不连

续相位图进行延拓后相位展开的方法。

２　原　　理

讨论的基于线性载波延拓的相位展开方法，是

针对移相干涉中不连续干涉图相位展开时，其结果

存在全局误差的问题提出来的。对于含较大线性载

波的干涉图，利用其条纹较好的线性性质，通过载波

将各分立区域间对应级次的相位条纹连接起来，延

拓为完整、连续的包裹相位图，对延拓相位图的展开

结果即避免了各区域间的全局误差。

对于含较小线性载波或不含载波的干涉图，条纹

线性度较差，需要对包裹相位进行线性载波调制使其

具有较好的线性性质，然后进行载波延拓、相位展开。

２．１　含较大线性载波不连续干涉图的相位展开

对包含较大线性载波不连续干涉图直接进行相

位展开时，其结果中存在全局误差，如图１所示，相位

展开得到的待测波面并不连续。基于线性载波延拓

的相位展开方法，主要包括傅里叶变换分析干涉图载

波频率、最小二乘法对线性载波和包裹相位图进行匹

配、对延拓后的包裹相位图进行展开三个步骤。由于

相位展开算法选用经典的质量图导引法，以下就载波

频率分析和载波匹配延拓这两个步骤详细论述。

图１ 不连续干涉图的相位展开。（ａ）移相干涉图中的一幅；（ｂ）移相法提取的包裹相位；

（ｃ）质量图导引法相位展开三维图 （消倾斜后）

Ｆｉｇ．１ Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｏｆｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍ．（ａ）ｏｎｅｆｒａｍｅｏｆｐｈａｓｅｓｈｉｆｔｉｎｇｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍｓ；

（ｂ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ；（ｃ）ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｂｙｔｈｅｑｕａｌｉｔｙｇｕｉｄｅｄｍｅｔｈｏｄ

２．１．１　傅里叶变换法分析载波频率

对于包含线性载波的干涉图，其干涉场的光强

分布可以表示为

狊（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋

犫（狓，狔）ｃｏｓφ（狓，狔）＋２π犳狓狓＋２π犳狔狔＋［ ］犮 ，（１）

式中犪（狓，狔）为干涉场的背景光强分布，犫（狓，狔）为

干涉条纹的调制度，φ（狓，狔）为待测波面，犳狓，犳狔 分

别代表狓，狔方向的载波频率，犮为常数项。

利用傅里叶变换，可以很方便地计算载波频率犳狓，

犳狔的大小
［９］。用欧拉公式将（１）式改写为复数表达形式

狊（狓，狔）＝犪（狓，狔）＋犺（狓，狔）ｅｘｐｊ２π（犳狓狓＋犳狔狔［ ］）＋

犺（狓，狔）ｅｘｐ－ｊ２π（犳狓狓＋犳狔狔［ ］）， （２）

式中代表复共轭运算，

犺（狓，狔）＝
１

２
犫（狓，狔）ｅｘｐ［ｊφ（狓，狔）］．

　　对（２）式进行傅里叶变换，利用傅里叶变换相移

的性质，有

犛（犳狌，犳ξ）＝犃（犳狌，犳ξ）＋犎（犳狌－犳狓，犳ξ－犳狔）＋

犎（犳狌＋犳狓，犳ξ＋犳狔）， （３）

式中犃（犳狌，犳ξ）为零级谱，代表背景光强分布；犎（犳狌－

犳狓，犳ξ－犳狔）为＋１级谱，包含了待测相位信息，其频域

坐标为（犳狓，犳狔）；犎
（犳狌＋犳狓，犳ξ＋犳狔）为－１级谱，其

频域坐标为（－犳狓，－犳狔）。

通过上述讨论可知，只要在傅里叶变换频谱中找

到＋１级谱的中心位置即为线性载波频率（犳狓，犳狔）。如

图２ 图１（ａ）的傅里叶频谱

Ｆｉｇ．２ Ｆｏｕｒｉｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍｓｈｏｗｎ

ｉｎＦｉｇ．１（ａ）

图２所示，白框内即为＋１级谱所在位置，其极大值对

应的坐标为载波频率。

２３０１
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２．１．２　最小二乘法匹配线性载波

对于（１）式描述的干涉场分布，通过移相法可以

得到对应的包裹相位，其数学表达式为

ｗ ＝ Ｗ φ（狓，狔）＋２π犳狓狓＋２π犳狔狔＋｛ ｝犮 ，（４）

式中ｗ为包裹相位，Ｗ｛｝· 为包裹算符。对一相位值

ψ进行包裹操作的运算如下

Ｗ｛｝ψ ＝ψ＋２π犽＝ａｒｃｔａｎ（ｓｉｎψ，ｃｏｓψ），（５）

式中犽为一整数，使得相位值ψ取值为 －π，（ ］π 。

对于含较大线性载波的干涉图，有

φ（狓，狔）≤ ２π犳狓狓＋２π犳狔狔＋犮 ， （６）

则（４）式可近似为

ｗ ≈ Ｗ ２π犳狓狓＋２π犳狔狔＋｛ ｝犮 ． （７）

　　通过傅里叶变换法可以得到干涉图的载波频率

（犳狓，犳狔），继而构造载波的包裹相位图

ｃａｒｒｉｅｒ＝ Ｗ ２π犳狓狓＋２π犳狔狔＋｛ ｝犮′ ， （８）

式中ｃａｒｒｉｅｒ为线性载波的包裹相位图，犮′为常数项，初

值取为０。

为保证构造的载波相位图与移相法提取的相位

图中相位条纹级次一致，即使得犮′＝犮，需要对（８）式

中的常数项犮′进行最小二乘法拟合，即

犮′＝ｍｉｎ∑∑ ｃａｒｒｉｅｒ（狓，狔）－（狓，狔［ ］）｛ ｝２ ，
（狓，狔）∈ｖａｌｉｄｒｅｇｉｏｎ， （９）

式中ｍｉｎ｛ ｝· 为最小化算符，ｖａｌｉｄｒｅｇｉｏｎ代表干涉

图数据区域。

则延拓后得到的相位图为

ｃｏｍｐｌｅｔｅ（狓，狔）＝

ｗ（狓，狔）， （狓，狔）∈ｖａｌｉｄｒｅｇｉｏｎ

ｃａｒｒｉｅｒ（狓，狔）， （狓，狔）∈ｆｉｌｌｅｄｒｅｇ｛ ｉｏｎ
（１０）

式中ｃｏｍｐｌｅｔｅ代表延拓后的包裹相位图，ｖａｌｉｄｒｅｇｉｏｎ

代表干涉图数据区域，ｆｉｌｌｅｄｒｅｇｉｏｎ代表待延拓的背

景、遮拦区域。

载波延拓时，干涉图有效数据区域内保留移相

法提取的包裹相位，将傅里叶变换法计算的载波频

率代入（８）式构造载波相位，对背景、遮拦区域进行

延拓。但是当载波相位与干涉图包裹相位不匹配

（差一常数项）时，相同相位值对应的条纹级次会发

生错位，如图３（ａ）所示，白框用于标示遮拦区域内

相位条纹的错位情况。最小二乘法进行载波匹配

后，可以看出，遮拦区域内相同相位值对应的条纹连

接起来，没有发生错位的情况，如图３（ｂ）所示。

图３ 载波匹配前后的延拓效果。（ａ）载波匹配前；

（ｂ）载波匹配后

Ｆｉｇ．３ Ｅｆｆｅｃｔｏｆｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒｍａｔｃｈｉｎｇ．（ａ）ｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒ

ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｍｉｓｍａｔｃｈｉｎｇ；（ｂ）ｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒ

　　　　　ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｍａｔｃｈｉｎｇ

载波延拓后得到了完整、连续的相位图。利用

质量图导引法对其进行相位展开，即可避免各分立

区域间的全局误差。

２．２　含较小线性载波不连续干涉图的相位展开

对于含较小线性载波或不含载波的不连续干涉

图，同样面临着各孤立区域间的相位展开结果存在

２π整数倍全局误差的问题，如图４所示。２．１节中

所讨论的利用线性载波对相位图进行延拓，是针对

包含较大线性载波干涉图的情况。对于含较小线性

载波的干涉图，其条纹线性度较差，需要对包裹相位

进行线性载波调制使其具有较好的线性性质，然后

进行载波延拓、相位展开。

图４ 含较小线性载波不连续干涉图相位展开。（ａ）不连续干涉图；（ｂ）对应的包裹相位图；

（ｃ）质量图导引法相位展开三维图

Ｆｉｇ．４ Ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｏｆｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍｗｉｔｈｓｍａｌｌｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒ．（ａ）ａｉｎｔｅｒｆｅｒｏｇｒａｍｗｉｔｈ

ｓｍａｌｌｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒ；（ｂ）ｗｒａｐｐｅｄｐｈａｓｅ；（ｃ）ｐｈａｓｅｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｂｙｔｈｅｑｕａｌｉｔｙｇｕｉｄｅｄｍｅｔｈｏｄ
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２．２．１　包裹相位图的线性载波调制

对于含较小线性载波或不含载波的干涉图，其

载波频率犳狓，犳狔 较小，令

φ′（狓，狔）＝φ（狓，狔）＋犳狓狓＋犳狔狔＋犮． （１１）

　　通过移相法可以求得包裹相位 Ｗ φ｛ ｝′ ，根据

（５）式，有

ｓｉｎ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ＝ｓｉｎφ′＋２π（ ）犽 ＝ｓｉｎ（φ′），

ｃｏｓ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ＝ｃｏｓ（φ′＋２π犽）＝ｃｏｓ（φ′）
｛ ．

（１２）

　　为了利用线性载波对不连续相位图进行延拓，

可以引入较大频率的线性载波对包裹相位进行调

制。以一维情况为例说明，假设引入频率为 ′犳狓的线

性载波

Ｗ φ′＋２π′犳狓｛ ｝狓 ＝

ａｒｃｔａｎｓｉｎφ′＋２π′犳狓（ ）狓 ，ｃｏｓφ′＋２π′犳狓（ ）［ ］狓 ．（１３）

根据（１２）式，有

ｓｉｎφ′＋２π′犳狓（ ）狓 ＝ｓｉｎ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ｃｏｓ２π′犳狓（ ）狓 ＋ｃｏｓ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ｓｉｎ２π′犳狓（ ）狓 ，

ｃｏｓφ′＋２π′犳狓（ ）狓 ＝ｃｏｓ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ｃｏｓ２π′犳狓（ ）狓 －ｓｉｎ Ｗ φ｛ ｝［ ］′ ｓｉｎ２π′犳狓（ ）狓
烅
烄

烆 ．
（１４）

　　通过（１３），（１４）式，即可由原包裹相位 Ｗφ｛ ｝′ 和引

入的频率为′犳狓的线性载波，生成含较大线性载波的包

裹相位Ｗφ′＋２π′犳狓｛ ｝狓 ，然后即可利用２．１节中基于

线性载波延拓的相位展开方法进行展开。

图５（ａ）为用（１２），（１３）式对图４（ｂ）所示的包裹

相位加入线性载波后的相位图。经过调制后，其相

位条纹的线性度较好，可以利用载波对其延拓。图

５（ｂ）为对调制后的相位图线性载波延拓的结果。

可以看出，延拓使得孤立区域间对应级次的相位条

纹连接起来，形成了完整、连续的相位图。

图５ 对图４（ｂ）所示相位图的线性载波调制与延拓。

（ａ）线性载波调制；（ｂ）对调制后相位图延拓

Ｆｉｇ．５ Ｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒｍｏｄｕｌａｔｉｏｎａｎｄｅｘｔｅｎｓｉｏｎｔｏｔｈｅｐｈａｓｅ

ｍａｐｉｎＦｉｇ．４（ｂ）．（ａ）ｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒｍｏｄｕｌａｔｉｏｎ；（ｂ）

　ｌｉｎｅａｒｃａｒｒｉｅｒｅｘｔｅｎｓｉｏｎｔｏｔｈｅｍｏｄｕｌａｔｅｄｐｈａｓｅ

２．２．２　载波频率的选择

由（３）式可知，含载波干涉图傅里叶变换一级谱

的位置即为载波频率。为了使０级谱和＋１级谱完

全分开，要求引入线性载波后，干涉图上不再有闭合

条纹，即相位分布在载波方向是单调的［１０］。以狓方

向为例，有

′犳狓＞
１

２π

φ′

狓 ｍａｘ

． （１５）

　　为了避免发生频谱混叠，引入线性载波后，最大

条纹频率要求小于尼奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）极限，即小于

每两个像素一个条纹的频率。

１

２π

φ′＋２π′犳狓（ ）狓

狓 ｍａｘ
＜犳Ｎｙｑｕｉｓｔ， （１６）

式中犳Ｎｙｑｕｉｓｔ表示Ｎｙｑｕｉｓｔ极限频率。

３　实验结果与讨论

图６ 图１（ｂ）包裹相位图展开结果

Ｆｉｇ．６ Ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｍａｐｓｈｏｗｎ

ｉｎＦｉｇ．１（ｂ）

实验所用干涉图为使用自主研制的相移点衍射干

涉仪，对Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ微缩投影物镜波像差测量时采

集得到。干涉图大小为５１２ｐｉｘｅｌ×５１２ｐｉｘｅｌ，已经利用

区域自动识别算法［１１］对干涉图有效区域进行了分离。

干涉图有效区域为环形，且被遮拦分割为三个孤立的

区域。相位提取采用４步重叠平均法
［１２］，相位展开采

用质量图导引法。干涉图、包裹相位图和相位展开结

果，如图１所示。

使用本文提出的相位展开方法对图１（ｂ）的包

裹相位展开结果，如图６所示。由于对相位图的载

波延拓使得区域间对应级次的相位条纹连在了一

起，形成了完整的相位图，如图３（ｂ）所示，所以相位

展开的结果可以得到连续的待测波面，与采用经典

相位展开方法直接展开结果［如图１（ｃ）所示］相比，
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避免了区域间存在的全局误差。

对于含较小线性载波干涉图的情况，采用计算机

模拟的方式进行了验证。待测波面为用译尼克多项式

生成的一幅含一定量倾斜、像散和彗差的波面，干涉图

有效区域同样为环形。其对应的干涉条纹图、包裹相

位图和用质量图导引法的展开结果，如图４所示。

图７ 图４（ｂ）包裹相位图展开结果

Ｆｉｇ．７ Ｕｎｗｒａｐｐｉｎｇｒｅｓｕｌｔｏｆｔｈｅｐｈａｓｅｍａｐｓｈｏｗｎ

ｉｎＦｉｇ．４（ｂ）

使用本文提出的相位展开方法对图４（ｂ）的包

裹相位展开，结果如图７所示，与直接展开结果［如

图４（ｃ）所示］对比，本文提出的相位展开方法，有效

地避免了区域间的全局误差，展开结果与真实波面

的均方根差仅为０．００２１ｒａｄ。

４　结　　论

利用移相干涉术检测带有分割遮拦的光学系统或

光学元件时，包裹相位数据被遮拦分割为几个孤立的

区域，直接进行相位展开的结果中各区域间存在２π整

数倍的全局误差，失去了波面的连续性。利用线性载

波对背景、遮拦区域进行延拓，提出了一种适用于不连

续干涉图的相位展开方法。实验结果表明，对于包含

较大线性载波的干涉图，该方法得到的相位展开结果

连续，避免了全局误差；计算机模拟结果表明，对于包

含较小线性载波或不含载波的干涉图，经过线性载波

调制后，该方法得到了正确的相位展开结果，展开波面

与真实波面的均方根差仅为０．００２１ｒａｄ。
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