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摘要　研究了螺旋型波带片的成像特性。螺旋型波带片是一种新型成像元件，能够实现光学希尔伯特变换，获取

边缘增强图像。采用快速傅里叶变换算法对螺旋型波带片的成像进行了数值模拟，分析了其成像特性并实验进行

验证。通常螺旋型波带片作为空间滤波器要求物距满足夫琅禾费（Ｆｒａｕｎｈｏｆｅｒ）衍射条件，理论计算表明在某些菲

涅耳（Ｆｒｅｓｎｅｌ）衍射区域内螺旋型波带片仍可获得良好的成像效果，因此螺旋型波带片的实际视场比根据夫琅禾费

衍射条件限定的视场要大。实验结果与数值模拟的吻合很好。因此利用快速傅里叶变换算法对螺旋型波带片成

像质量模拟可以有效评估成像质量，对螺旋波带片显微镜的设计有重要的指导意义。
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１　引　　言

希尔伯特变换是信息科学中应用非常广泛的一

种方法，可以实现图像的边缘增强和边界检测，突出

物体的轮廓特征。希尔伯特变换可以通过光学变换

方式实现。由于传统数字图像处理的方法是对已经

获取图像的后期处理［１～３］，其效果受到前期获取的

成像图像质量的影响。通过光学希尔伯特变换可以

直接获得目标物体的边缘增强图像［４，５］，获取的图

像信息更加真实可靠。光学上可以通过相位掩模板

实现希尔伯特变换，一维希尔伯特相位板由相位值

相差π的两个面组成，这种掩模板的缺点是只能在

单一方向上实现希尔伯特变换。Ｊ．Ａ．Ｄａｖｉｓ等
［４］提

出的利用螺旋相位板实现径向希尔伯特变换，解决

了一维相位掩模板只能实现单一方向边缘检测的局

限，实现了对任意方向的边缘检测。利用螺旋相位

板实现希尔伯特变换需要４犳系统，螺旋相位板放置

在４犳系统的频谱面上，在输出面上得到边缘增强

的图像。理想的螺旋相位板应能够在沿圆周方向上
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产生连续的相位延迟，而实际制作的螺旋相位板是

通过离散的相位延迟来近似连续的相位延迟［６］，具

体做法是将相位板划分成若干扇形区域，每个扇形

区域镀上不同光学厚度的膜层来产生特定的相位延

迟值，膜层厚度需要精确控制。实现光学径向希尔

伯特变换的另一种方法是使用螺旋型波带片［５］，其

特点是将成像和希尔伯特变换功能结合为一体，实

现了单一光学元件完成希尔伯特变换成像的功能而

不必借助４犳系统。螺旋型波带片通过改变波带片

的环带空间位置来实现对入射光束相位延迟，那么

获得连续的相位延迟只需要实现环带空间位置的连

续变化即可，这在制作工艺上比较容易实现，因此螺

旋型波带片制作更为简单，并且适用范围可以扩展

到Ｘ射线波段。螺旋型波带片可以实现径向希尔

伯特变换，能够测量目标源的强度或相位梯度变化，

提高成像的对比度，为实现相衬显微镜提供了新

手段。

对螺旋型波带片的成像特性进行了研究，采用

快速傅里叶变换算法对螺旋型波带片的成像进行了

数值模拟。计算了不同尺度物体的成像效果，讨论

了衍射条件对成像质量的影响并进行了实验验证。

２　数值模拟

螺旋型波带片的数学表达式为径向希尔伯特相

位函数和相位式波带片函数的乘积［５］

犘ＳＺ（狉，θ）＝ｅｘｐｊ犾θ－
ｊπ狉

２

λ（ ）犳 ， （１）

式中犾为拓扑荷数，代表径向希尔伯特变换的阶数。

λ为波长，犳为波带片的焦距。螺旋型波带片成像示

意图如图１所示，其成像经历两个衍射过程：首先是

目标物体向螺旋型波带片所在平面的衍射，然后经

过螺旋型波带片滤波后向像面衍射。计算成像需要

经过两次菲涅耳衍射积分。从物面到波带片所在面

的衍射表示为

犝（狓，狔）＝
ｅｘｐｊ犽（ ）狆
ｊλ狆 犝０（ξ，η）ｅｘｐｊ

犽
２狆

狓－（ ）ξ
２
＋ 狔－（ ）η［ ］｛ ｝２

ｄξｄη， （２）

式中犝０（ξ，η）为物体，犝（狓，狔）为衍射场，狆为物距，在图１中标注出了不同面上的参考坐标。经过螺旋型波

带片滤波后向成像面的衍射为

犝′（狓′，狔′）＝
ｅｘｐｊ犽（ ）狇
ｊλ狇 犘ＳＺ（狉，θ）犝（狓，狔）ｅｘｐｊ

犽
２狇

狓′－（ ）狓 ２
＋ 狔′－（ ）狔［ ］｛ ｝２

ｄ狓ｄ狔， （３）

式中犝′（狓′，狔′）为像平面上的衍射场。

图１ 螺旋型波带片成像示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍｅｏｆｓｐｉｒａｌｚｏｎｅｐｌａｔｅｉｍａｇｉｎｇ

利用快速傅里叶变换来计算螺旋型波带片成像，需要将（２）式和（３）式转换成离散傅里叶变换的形式。

根据离散傅里叶变换与菲涅耳衍射积分的关系［７～９］，（２）式的离散形式为

犝（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狆）

ｊλ狆
ｅｘｐ

ｊπ

λ狆
（犿２狓Δ狓

２
＋犿

２
狔Δ狔［ ］２ ×

犉Ｆ 犝０（犿ξΔξ，犿ηΔη）ｅｘｐ
ｊπ

λ狆
（犿２ξΔξ

２
＋犿

２

ηΔη
２［ ］｛ ｝） （４）

式中Δξ和Δη是物平面上的采样间隔，Δ狓和Δ狔是螺旋型波带片所在平面上的采样间隔。犿ξ和犿η 是整数，

取值范围为－犕／２≤犿ξ≤犕／２，－犕／２≤犿η ≤犕／２，犕 为采样点数目。犉Ｆ 表示离散快速傅里叶变换。

对于（３）式，首先考虑螺旋型波带片的离散化，其离散化形式可以表示为

犘ＳＺ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）＝ｅｘｐｊ犾犃（犿狓Δ狓＋犿狔Δ狔）－
ｊπ（犿

２
狓Δ狓

２
＋犿

２
狔Δ狔

２）

λ［ ］犳
， （５）

４５７
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式中犃（狓）函数表示取复数的幅角值。（１）式表示的是正弦相位式螺旋波带片，由于实际制作的是二值化相

位或振幅型波带片，因此（５）式需要进行二值化处理，二值化的振幅式螺旋型波带片表示为

犘ＳＺＡ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）＝
１ 犃 犘ＳＺ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔［ ］）＞０

０ 犃 犘ＳＺ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔［ ］）＞
烅
烄

烆 ０
． （６）

相位式螺旋型波带片可以表示为

犘ＳＺＰ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）＝ｅｘｐ［ｊπ（犘ＳＺＡ－１）］， （７）

（３）式离散形式可以表示为

犝（犿′狓Δ狓′，犿′狔Δ狔′）＝
ｅｘｐ（ｊ犽狇）

ｊλ狇
ｅｘｐ

ｊπ

λ狇
（犿′２狓Δ狓′

２
＋犿′

２
狔Δ狔′

２［ ］）×

犉Ｆ 犘ＳＺ（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）犝（犿狓Δ狓，犿狔Δ狔）ｅｘｐ
ｊπ

λ狇
（犿２狓Δ狓

２
＋犿

２
狔Δ狔

２［ ］｛ ｝） ， （８）

式中犘ＳＺ 为相位式或振幅式螺旋型波带片的表达

式。快速傅里叶变换需要满足采样条件犖ΔξΔ狓＝

λ狆和犖Δ狓Δ狓′＝λ狇，物像距离满足高斯公式１／狆＋

１／狇＝１／犳。

上述理论是建立在菲涅耳衍射积分的基础上，

因此只要实验条件满足菲涅耳衍射积分的应用条

件，上述模拟计算都能够准确模拟成像。不失一般

性，选取可见光波段进行模拟计算，以便于进行相应

的实验验证。根据以上公式分别计算振幅式和相位

式的螺旋型波带片的成像效果。数值计算使用参数

为：螺旋型波带片焦距犳＝１００ｍｍ，直径为 犇＝

３．５ｍｍ，物体距离狆＝１２０ｍｍ，波长λ＝０．６μｍ，拓

扑荷数犾＝１，采样点数犕＝１０２４。在成像物体的选

择上，使用圆孔进行模拟是最简单的，相关文献报道

的实验也是针对圆孔成像［５］。但是由于螺旋型波带

片在激光照射下可产生拉盖尔 高斯模式的光

束［１０～１２］，该光束具有空心结构，与圆孔的边缘增强

成像的效果非常类似。另外在理论计算及实验中可

以看到，螺旋型波带片还可以产生螺旋波结构的背

景噪声，这些螺旋波也具有类似环形的结构。为了

避免混淆，在模拟成像物体上选择采用半圆形孔进

行模拟，半圆孔具有特征形状，容易与其他信号区分

开来，有利于对成像质量进行判断。利用 Ｍａｔｌａｂ代

码实现一次模拟成像计算耗时３～５ｓ，计算速度比

直接积分的方法提高很多。振幅式螺旋型波带片模

拟的结果如图２所示，模拟成像的半圆孔直径分别

为２００，３００，６００，８００ 和 ２０００μｍ，成像结果如

图２（ａ）～图２（ｅ）所示，平面波入射时产生的光场如

图２（ｆ）所示。相应的相位式螺旋型波带片模拟的

结果如图３（ａ）～图３（ｆ）所示。

模拟计算的结果表明相位式和振幅式的螺旋型

波带片都能产生边缘增强的效果。随着成像物体的

图２ 振幅式螺旋型波带片成像模拟结果

Ｆｉｇ．２ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅ

ｓｐｉｒａｌｚｏｎｅｐｌａｔｅｉｍａｇｉｎｇ

图３ 相位式螺旋型波带片成像模拟结果

Ｆｉｇ．３ Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｐｈａｓｅｓｐｉｒａｌ

ｚｏｎｅｐｌａｔｅｉｍａｇｉｎｇ

尺度不断增大其成像效果逐渐变差，其变化趋势是

像面上开始出现愈来愈强的螺旋波结构背景光，边

缘增强效应慢慢消失。从直径２０００μｍ半圆环的

模拟成像结果可以发现，像面上得到的波场接近于

平面波入射时产生的螺旋波。

作为单一元件完成希尔伯特变换，螺旋型波带

片发挥着空间频谱滤波和成像的双重作用，因此在

５５７
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使用螺旋型波带片的时候要求同时满足成像条件和

滤波条件［５］。成像条件要求物像距和焦距满足透镜

成像公式；滤波条件则要求物距满足夫琅禾费衍射

条件，这样保证螺旋波带片位于物体的傅里叶频谱

面上。但数值计算表明这个要求并不是必要条件，

根据夫琅禾费衍射条件要求狕π犚
２
ｍａｘ／λ，当物体尺

寸为３００μｍ 的时候（犚ｍａｘ ＝１５０μｍ），需要满足

狕１１７ｍｍ；而从模拟计算结果可以看到在物距为

１２０ｍｍ处也能获得边缘增强的效果，很明显这个

区域属于菲涅耳衍射区域。这表明螺旋型波带片在

某些菲涅耳衍射区域内也可以起到希尔伯特变换的

作用。在特定物距下可观测物体的最大尺度决定了

视场角度的大小［５］，这意味着螺旋型波带片的实际

视场比原来根据夫琅禾费衍射限定的视场要大。以

上面的计算结果为例，根据夫琅禾费衍射条件要求

狕π犚
２
ｍａｘ／λ，以狕＝１０π犚

２
ｍａｘ／λ计算，物距狆 ＝

１２０ｍｍ的情况下物体最大尺寸不能超过８６μｍ

（犚ｍａｘ＜４３μｍ），因此视场角被限制为０．０４°左右。

根据模拟计算物体的最大尺寸可以达到３００μｍ，实

际视场角可达到０．１４°。

３　实验与讨论

由于在可见光波段的振幅式波带片容易制作，

设计了振幅式螺旋型波带片进行验证实验。设计的

振幅式螺旋型波带片参数如下：拓扑荷数犾＝１，焦

距犳＝１００ｍｍ，工作波长λ＝０．６μｍ，总环数７００

环，最外环约３μｍ，其显微镜形貌图如图４所示。

图４ 螺旋型波带片的显微镜图

Ｆｉｇ．４ Ｍａｐｏｆｓｐｉｒａｌｚｏｎｅｐｌａｔｅｕｎｄｅｒａｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅ

成像物体利用激光打孔机在金属片上加工而

成，其显微镜形貌图如图５所示。选取直径分别为

２００μｍ 和８００μｍ 的半圆孔进行验证测试，如

图５（ａ），图５（ｂ）所示同时为了验证数值模拟结论同

样适用于其他形状的图形，另外制作了３００μｍ×

３００μｍ的矩形孔做验证实验，如图５（ｃ）所示。实

验使用的光源为 ＨｅＮｅ激光，光束平行入射照亮物

体然后经螺旋型波带片成像，在电荷耦合元件上记

录成像结果。图６（ａ）～图６（ｃ）是对应的实验测量

结果，同时测量了平面波入射情况下螺旋型波带片

产生的衍射场，如图６（ｄ）所示的螺旋波。

图５ 成像物体的显微镜形貌

Ｆｉｇ．５ Ｍｏｒｐｈｏｌｏｇｉｃａｌｉｍａｇｅｏｆｏｂｊｅｃｔｓｕｎｄｅｒｍｉｃｒｏｓｃｏｐｅ

图６ 振幅型螺旋型波带片成像成像实验

Ｆｉｇ．６ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｐｉｒａｌ

ｚｏｎｅｐｌａｔｅｉｍａｇｉｎｇ

可见模拟计算与实验吻合得非常好，直径

２００μｍ半圆孔可获得非常清晰的边缘增强图像，而

在直径８００μｍ半圆孔的成像面上出现了很强的螺

旋状背景光，与平面波入射时产生的螺旋波具有类

似结构。３００μｍ×３００μｍ矩形孔的实验结果支持

了理论预测，即在一定范围的菲涅耳衍射区域内螺

旋型波带片仍然可以产生希尔伯特变换的作用。物

距为１２０ｍｍ时，３００μｍ×３００μｍ矩形孔处在螺旋

型波带片有效的视场范围内，边缘增强效果非常显

著。这正如模拟计算所预测的，在物距１２０ｍｍ的

情况下螺旋型波带片的实际视场角度可达到０．１４°。

从实验结果和模拟计算可见，螺旋型波带片产

生边缘增强效果并不要求物距严格满足夫琅禾费衍

射条件，在一定的菲涅耳衍射区域内也能发挥作用。

那么在实际应用中如何合理地满足螺旋型波带片的

滤波条件，即确定螺旋型波带片能够正常工作的衍

射区域范围，是一个需要解决的重要问题。由于菲
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涅耳衍射区域和夫琅禾费衍射区域之间没有明确的

区分界限，且菲涅耳衍射积分公式很难获取解析解，

因此难以对螺旋型波带片工作区域的范围进行量化

界定。在这种情况下，通过对实验条件进行模拟计

算来判断是非常有效可行的方法，可以作为螺旋型

波带片显微镜设计的重要依据。

４　结　　论

利用快速傅里叶变换算法模拟了螺旋型波带片

的成像，分析了其成像特性。数值计算表明夫琅禾

费衍射条件不是螺旋型波带片进行希尔伯特变换的

必要条件，在某些菲涅耳区域内螺旋型波带片也能

够发挥作用，因此螺旋型波带片的实际视场要大于

夫琅禾费衍射条件所限定的视场范围。实验测量的

结果与数值模拟非常吻合。由于菲涅耳衍射公式很

难获取解析解，因此通过数值计算对螺旋型波带片

的成像质量进行评估是有效可行的方法。模拟计算

利用快速算法极大地提高了计算效率，可以作为螺

旋型波带片设计和分析的有力工具。
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ｏｆｏｐｔｉｃａｌｐｈａｓｅｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｉｅｓｂｙｃｏｍｐｕｔｅｒｇｅｎｅｒａｔｅｄｈｏｌｏｇｒａｍｓ

［Ｊ］．犗狆狋．犔犲狋狋．，１９９２，１７（３）：２２１～２２３

７５７


