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任意折射率的三维离散空间光线追迹方法研究
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摘要　介绍了ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ光线追迹方法，并以此作为任意折射率介质中光线追迹基本手段；针对具有折射率任

意分布性质并且离散的三维流场空间，建立了流场空间任意点的折射率和折射率梯度计算方法；在追迹过程中，提

出了追迹步长根据当地折射率梯度和网格几何尺寸自适应调节的思想和方法，用于提高追迹的精度和效率。结果

表明，建立的光线追迹方法适用于三维离散空间折射率任意分布的光线追迹，具有较高的精度和效率。
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１　引　　言

高速流场由于存在激波、边界层／剪切层和湍流

等复杂结构，其流场介质密度不均匀且无规律性，因

此折射率也必然是任意非均匀的，无法用解析式表

示流场的折射率分布。计算流体力学所计算网格点

或者网格单元中心点的密度（折射率）代表了该点处

介质的密度（折射率），所有网格点信息的集合则描

述了整个流场的折射率分布，这是对无规则非均匀

折射率场的一种描述方法［１］。

目前对折射率分布规律已知的介质进行光线追

迹的研究已经较为普遍［２～５］，并且得到了广泛的应

用［６，７］，但是针对任意无规则折射率分布介质的研

究则相对较少［８，９］。这些研究的基本思想是将每个

网格单元视为等折射率单元，以两个格子之间的界

面作为折射面，根据Ｓｎｅｌｌ折射定律进行光线追迹。

然而在实际情况中，计算高速流场所采用的网格在

大部分情况下是非均匀的，网格尺寸相差较大，而且

存在激波等折射率变化剧烈的区域，不能简单认为
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网格单元内折射率处处相等，而且以一个网格单元

作为一次追迹步长也不合理。

本文基于三维空间离散网格，网格节点介质折

射率已知，通过实时计算光传播路径上所需各点的

折射率和折射率梯度，采用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法实现光

线追迹。在追迹过程中，每一步追迹的起点和终点

不一定在网格点或者网格单元分界面上，并且追迹

步长根据当地折射率梯度和网格尺寸自适应调节，

以提高追迹的精度和效率。

２　ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ光线追迹法

下式描述了折射率任意分布介质中的光线传播，

是研究梯度折射率介质光线传播的基本方程之一：

ｄ

ｄ狊
狀
ｄ狉
ｄ（ ）狊 ＝ 狀， （１）

式中狊为光线传播路径上的弧长，狉为光线矢径，狀为

折射率，狀为折射率梯度。

该方程在大多数情况下是难以求解的，仅对等

折射率面为平面、球面和圆柱面等比较特殊的形式

有解析解。对于任意非均匀折射率介质中的光线传

播路径，基本上没有解析解，一般采用数值方法进行

求解。由于ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法
［３］在达到相同精度的情

况下，花费的运算量较少，因此本文选用 Ｒｕｎｇｅ

Ｋｕｔｔａ法作为基本光线追迹手段。

对（１）式，令光线矢量犜ｒａｙ＝狀ｄ狉／ｄ狊＝ｄ狉／ｄ狋，式中

ｄ狋＝ｄ狊／狀是一个引入的参量，则光线传播方程可写为

ｄ２狉

ｄ狋２
＝
１

２
狀

２， （２）

式中有３个分量，可用三元一维数列解得，记

犚＝

烄

烆

烌

烎

狓

狔

狕

，　犜＝狀

ｄ狓／ｄ狊

ｄ狔／ｄ狊

ｄ狕／ｄ

烄

烆

烌

烎狊

，　犇＝
１

２

狀
２／狓

狀
２／狔

狀
２／

烄

烆

烌

烎狕

犚为光线传播路径上的全坐标，犜为光线矢量分量，

犇为（２）式右端项。经过推导可得ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法

计算公式如下：

犚犿＋１ ＝犚犿 ＋Δ狋犜犿 ＋
１

６
犃＋２（ ）［ ］犅

犜犿＋１ ＝犜犿 ＋
１

６
犃＋４犅＋（ ）

烅

烄

烆
犆

， （３）

这里矩阵

犃＝Δ狋犇 犚（ ）犿

犅＝Δ狋犇 犚犿 ＋
Δ狋
２
犜犿 ＋

Δ狋
８（ ）犃

犆＝Δ狋犇 犚犿 ＋Δ狋犜犿 ＋
Δ狋
２（ ）

烅

烄

烆
犅

， （４）

式中Δ狋＝Δ狊／狀，Δ狊为空间追迹步长。当已知光线初

始条件犚＝犚０（狓０，狔０，狕０），犜＝犜０ 时，可以逐次进

行追迹，在每一步追迹完成后，需要计算该步末端点

的折射率和折射率梯度，作为下一次追迹的起始条

件，依此往后，直到完成整个光线追迹过程。

３　离散空间折射率及其梯度求解

采用ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法对折射率空间任意离散分

布的流场介质进行光线追迹时，其追迹精度除了

ＲｕｎｇｅＫｕｔｔａ法本身精度的限制外，还受到３个因

素的影响：１）追迹路径上的折射率的计算精度；２）追

迹路径上的折射率梯度的计算精度；３）追迹步长的

大小。下面将分别对这３个因素展开讨论。

３．１　空间任意点折射率计算

在离散空间内，已知网格节点上的折射率，需要

求解其他空间任意点的折射率，通常采用插值方法。

常用的插值方法有距离加权平均插值方法、补丁法、

双三次样条插值［１０］和三线性插值法［１１］，此处选用精

度和稳定性均较好的距离加权平均插值方法。

在三维离散空间内，如图１所示网格单元，已知

单元的八个顶点的折射率为狀犻（犻＝１，２，…，８），要

求解单元内部任一点犘（狓，狔，狕）的折射率狀犘。设点

犘到八个点（狓犻，狔犻，狕犻）的距离为犱犻，距离加权平均

插值方法可表示为

狀犘 ＝

∑
８

犻＝１

狀犻∏
８

犼＝１
犼≠犻

犱（ ）犼

∑
８

犻＝１
∏
８

犼＝１
犼≠犻

犱犼

，

犱犻＝ 狓－狓（ ）犻
２
＋ 狔－狔（ ）犻

２
＋ 狕－狕（ ）犻槡

２．（５）

图１ 网格插值单元示意图

Ｆｉｇ．１ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｇｒｉｄｕｎｉｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

３．２　空间任意点折射率梯度计算

已知空间网格节点的折射率，求解网格内任意

点的折射率梯度，需要分两步：第一步求解网格点本

身的梯度值，第二步利用网格单元顶点的梯度插值

７９６
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求解网格内任意点的梯度值。其中第二步的插值方

法与求解折射率的方法相同，这里重点论述第一步

的求解方法。

求解网格节点的梯度需要利用节点周围其它多

个点进行求解，常用的方法有 Ｈｏｒｎ梯度算子
［１２］，

Ｂａｒｒｏｎ梯度算子
［１３］等，此处介绍计算流体力学中具

有二阶精度的有限差分方法［１４］求解梯度。

计算流体力学一般采用曲线坐标系（ξ，η，ζ）下

的ＮＳ方程求解流场，如图２所示，而光线追迹一

般在笛卡儿坐标系（狓，狔，狕）下进行，所以需要求解

笛卡儿坐标下的折射率梯度 狀。在曲线坐标系下，

首先运用有限差分方法求得折射率梯度 狀的三个

分量 狀ξ，狀η，狀ζ，再利用Ｊａｃｏｂｉ坐标变换矩阵

得到笛卡儿坐标下的分量狀狓，狀狔，狀狕。

图２ 有限差分法坐标系

Ｆｉｇ．２ Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ

１）求解狀ξ，狀η，狀ζ
以ξ方向为例，采用如下的差分形式求解网格

点（犻，犼，犽）处的折射率的梯度

左边界网格点采用三点向前偏心差分

（狀ξ）犻，犼，犽 ＝
－３狀犻，犼，犽＋４狀犻＋１，犼，犽－狀犻＋２，犼，犽

２
，（６）

中间网格点采用中心差分

（狀ξ）犻，犼，犽 ＝
狀犻＋１，犼，犽－狀犻－１，犼，犽

２
， （７）

右边界网格点采用三点向后偏心差分

（狀ξ）犻，犼，犽 ＝
３狀犻，犼，犽－４狀犻－１，犼，犽＋狀犻－２，犼，犽

２
． （８）

上面各式中，下标犻，犼，犽与ξ，η，ζ的关系如图２所示。

２）利用Ｊａｃｏｂｉ坐标变换矩阵得到狀狓，狀狔，

狀狕

在三维空间中，Ｊａｃｏｂｉ坐标变换矩阵为

犑＝
（ξ，η，ζ）

（狓，狔，狕［ ］）＝
ξ狓 ξ狔 ξ狕

η狓 η狔 η狕

ζ狓 ζ狔 ζ

熿

燀

燄

燅狕

， （９）

利用Ｊａｃｏｂｉ矩阵即可求得折射率梯度在笛卡儿坐

标狓，狔，狕三个方向上的分量：

狀狓 ＝
狀

ξ
ξ狓＋

狀

η
η狓＋

狀

ζ
ζ狓

狀狔 ＝
狀

ξ
ξ狔＋

狀

η
η狔＋

狀

ζ
ζ狔

狀狕 ＝
狀

ξ
ξ狕＋

狀

η
η狕＋

狀

ζ
ζ

烅

烄

烆 狕

． （１０）

３．３　追迹步长自适应调节

在光线追迹过程中，一般给定追迹步长Δ狊，Δ狊

越小则追迹的精度越高，但这将增加计算量，所以在

实际追迹过程中可考虑对追迹步长进行自适应调

整，在折射率变化大的地方，步长小；在折射率变化

小的地方，步长可以大一些，这样既保证精度又提高

了效率。

３．３．１　基本思想和方法

改变追迹空间步长的一种方法是给定不变的光

学步长Δ狏＝狀Δ狊，根据当地折射率狀（狓，狔，狕）变化

调节追迹空间步长Δ狊。但这种方法存在不足：当折

射率狀本身较大而又基本不变化，就会导致空间步

长Δ狊较小，对精度提高并没有明显改善，反而增加

了计算时间。

本质上，光线对折射率梯度狀最为敏感，为了

提高光线追迹的精度，应该重点考虑折射率梯度的

影响，文献［１］的方法也体现了这一思想。本文基于

相同的出发点，即在折射率变化比较剧烈（梯度大）

的地方减小追迹步长对光线进行细致追迹，但采用

不同的方式实现，无需对网格单元进行细分和重构。

其方法是利用网格折射率梯度狓ｇ作为变量，构造步

长调节函数犳（狓ｇ）。由于调节函数难以给出解析表

达式，经过大量的数值计算实验，给出如下分段函数

形式的步长调节函数

犳（狓ｇ）＝

Δ犻， 狓ｇ＜１０
－７

０．５Δ犻， １０－７ ＜狓ｇ≤１０
－６

０．２Δ犻， １０－６ ＜狓ｇ≤１０
－５

０．１Δ犻， １０－５ ＜狓ｇ≤１０
－４

０．０５Δ犻， 狓ｇ＞１０
－

烅

烄

烆 ４

，（１１）

追迹步长Δ狊＝犳（狓ｇ），Δ犻＝（犪犻×犫犻×犮犻）
１／３为当地

网格单元犻的平均几何尺寸，犪犻，犫犻，犮犻为当地网格单

元边长，如前面图２所示。对（１１）式有三点说明：

１）网格折射率梯度狓ｇ 是指相近网格单元之间

的折射率变化幅度（单位：单元格），不是当地的绝对

梯度值（单位：ｍ）；２）Δ犻 为追迹步长的最大值，即使

在折射率梯度很小的情况下，限定每次追迹步长不

超过当地网格平均几何尺寸；３）最小的追迹步长是

当地网格平均几何尺寸Δ犻 的０．０５倍，这是对存在

８９６
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激波这种极端情况进行数值考察后给出的参考数

值，限于篇幅，此处不再给出详细考察过程。

３．３．２　追迹末端点位置判断

由于采用了变步长追迹，每一步追迹完成后的

位置并不一定在网格点或者网格单元分界面上，需

要界定每一步光线末端点所在的网格单元，据此插

值求解该点的折射率和折射率梯度，方法如下：

判断点犘是否在某个网格单元犓 内，可通过计

算该点与单元犓 的八个顶点顺次组成的１２个四面

体体积之和犞犘与该单元体的体积犞犓的关系进行判

别。考虑实际计算存在误差，需要给定一个误差限ε

进行判断：

犞犘－犞犓

犞犓
≤ε， 点犘在单元犓 内

犞犘－犞犓

犞犓
＞ε， 点犘在单元犓

烅

烄

烆
外

．（１２）

４　算法验证与考察

在下面计算中，以狕轴为光轴，在光轴坐标狕犻处

对应的光线真实传播轨迹的矢径为狉犻，经过若干步追

迹后的计算值为′狉犻，定义计算值与精确解的相对误差

ε犻 ＝
狉犻－′狉犻
狉犻

． （１３）

４．１　一般光线追迹

选择折射率径向分布时光线传播轨迹精确解为

考察标准，折射率径向变化规律如下：

狀（狓，狔）＝狀（０） １＋α
２（狓２＋狔

２
槡 ）， （１４）

在（１４）式对应折射率分布的介质中，光线传播轨迹

的精确解为

狓＝狓０ｃｏｓｈ
狀（０）α
犔０［ ］狕 ＋ 狆０

狀（０）α
ｓｉｎｈ

狀（０）α
犔０［ ］狕

狔＝狔０ｃｏｓｈ
狀（０）α
犔０［ ］狕 ＋ 狇０

狀（０）α
ｓｉｎｈ

狀（０）α
犔０［ ］

烅

烄

烆
狕

，

（１５）

式中狓０，狔０，狕０为初始点的坐标，狆０，狇０，犔０为初始点

对应狓，狔，狕方向的光学方向余弦，算例中所涉及到

的坐标长度单位均以ｍｍ度量。

在给定折射率空间离散分布时，考虑到折射率

为径向分布，狓，狔方向网格间距Δ狓，Δ狔需要小一

些，狕方向网格间距Δ狕可以大一些。给定三个空间

离散网格形式：１）网格１：Δ狓＝Δ狔＝１ｍｍ，Δ狕＝

５ｍｍ；２）网格２：Δ狓＝Δ狔＝２ｍｍ，Δ狕＝１０ｍｍ；３）

网格３：Δ狓＝Δ狔＝４ｍｍ，Δ狕＝５０ｍｍ。为了充分考

察本光线追迹方法的精度，此处沿狕方向１０ｍ范围

进行追迹计算。不失一般性，假设光线初始入射点坐

标为（１．０，１．０，０），取狀（０）＝１．０，光线初始点光学方

向余弦为（０，０，１．０），考虑不同追迹步长，计算得到的

结果如图３所示。

图３ 不同追迹步长计算结果（α＝０．０００２）

Ｆｉｇ．３ Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｒｅｓｕｌｔｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｔｒａｃｉｎｇｓｔｅｐｌｅｎｇｔｈ（α＝０．０００２）

　　由图３可知，在同一个网格下，对于追迹步长分

别为０．２ｍｍ，１．０ｍｍ以及步长自适应追迹三种情

况，其追迹精度保持一致，差别不明显；随着追迹步

长增大所需的步数减少，步长自适应方法的追迹步

数最少，效率最高。此现象表明，光线追迹的精度在

已确定折射率空间分布情况（即同一网格情况）下，

对追迹步长不是很敏感，但追迹的效率随步长的增

大而提高。

对于不同的网格，追迹精度变化则比较明显，三

个网格追迹的精度为１０－５～１０
－４量级，如图４所示。

这主要是因为，稀疏的网格节点信息对折射率场的描

述不精细，在插值求解折射率和折射率梯度时造成的

误差较大，而追迹方法本身造成的误差是次要原因。

在达到同样精度的条件下，随着网格变得稀疏，追迹

的步数明显降低，效率显著提高；而且追迹步长由空

间网格尺寸和网格折射率梯度得到，无需事先评估追

迹步长到底给定多少才能满足精度要求。

９９６
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图４ 不同网格条件下的追迹精度（α＝０．０００２）

Ｆｉｇ．４ Ｔｒａｃｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄｓ（α＝０．０００２）

另外，折射率径向分布中的参数α反映了折射率

的变化幅度（即梯度）。基于网格１（ｇｉｒｄ１），针对不同

的α值，考察本方法对不同折射率变化幅度时的追迹

精度如图５所示。为了直观表示，图５纵坐标采用对

数坐标。结果表明，在同一个网格下（即折射率场空

间分布一定），折射率变化幅度参数α每增加一个量

级（从１０－６～１０
－４），折射率梯度依次增加二个量级

（从１０－１２～１０
－８）；沿狕方向追迹１０ｍ后，折射率变

化Δ狀的范围分别达到１０
－７，１０－１０与１０－１２量级，追迹

精度依次降低二个量级（从１０－９～１０
－５）。根据前面

分析可知，由于折射率空间离散网格没有随折射率变

化剧烈而加密，导致折射率场信息不精细，从而导致

追迹精度降低。

图５ 不同折射率变化幅度的追迹精度

Ｆｉｇ．５ Ｔｒａｃｉｎｇｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｆｒａｃｔｉｏｎｒａｎｇｅｓ

４．２　特殊螺旋光线追迹

选取螺旋光线为对象进行追踪，对应的折射率

分布为

狀（狓，狔）＝狀（０） １－α
２（狓２＋狔

２
槡 ）， （１６）

对应的螺旋光线轨迹的精确解为

狓＝狓０ｃｏｓ
狀（０）α
犔０［ ］狕

狔＝狓０ｓｉｎ
狀（０）α
犔０［ ］

烅

烄

烆
狕

， （１７）

初始条件狆０ ＝０，狓０ ＝
狇０
狀（０）α

。同样基于网格１，取

α＝０．０１，狀（０）＝１．５，将计算得到的结果与光线真

实传播路径进行比较，如图６所示，两者吻合的程度

比较高。图７为追迹过程中对应误差，在沿狕轴追

迹１０ｍ计算过程中，误差始终保持在１０－４量级。

应该说对于螺旋光线这类特殊光线的追迹效果是较

好的，由此说明本方法具有较高的精度。

图６ 螺旋光线计算轨迹与实际轨迹比较

Ｆｉｇ．６ Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｈｅｌｉｘｒａｙ′ｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌａｎｄ

ａｃｔｕａｌｔｒａｃｋ

图７ 螺旋光线追迹误差

Ｆｉｇ．７ Ｔｒａｃｉｎｇｅｒｒｏｒｏｆｈｅｌｉｘｒａｙ

５　结　　论

本文所建立的光线追迹方法是针对折射率任意

空间离散分布介质中的光线追迹，可以直接应用于

计算流体力学的网格，无需再重新划分和重构追迹

所需的网格；网格节点上的折射率梯度采用计算流

体力学中具有二阶精度的有限差分方法进行求解，

追迹过程中所需折射率和折射率梯度采用距离加权

插值得到，同时提出了追迹步长自适应调整的思想

和方法，在保证精度的同时，提高了追迹效率。通过

对一般光线和特殊螺旋光线进行追迹考察，结果表

明本方法具有较高的精度和效率，适用于折射率空

间任意离散分布介质中的光线追迹。

００７
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　　需要注意的是，光线追迹的精度还受到初始给

定的离散折射率场分布信息的影响，折射率场越准

确精细，追迹的精度也就越高，这就对计算流体力学

所计算折射率场的精度提出了要求。在下一步的研

究中，还需要对追迹步长自适应调节函数，流场典型

结构（如激波、湍流等）影响光线追迹的规律进行深

入细致的研究。
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