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摘要　基于抛物线坐标系的电离光电子运动方程，分析了具有不同动能光电子运动轨道及其特征，给出了光电子

投射到探测器上的半径表示。结果表明，快电子成像图谱既反映了光电子的能量特点，也反映了所处轨道的空间

分布信息；慢电子的成像图谱则与其所具有的能量密切相关，光电子主要集中在成像图谱的中心区域。
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１　引　　言

光电离的过程是光与原子、分子作用时量子态

上的光电子从束缚态到连续态（束缚态和自由态）的

跃迁过程。被电离的光电子会携带着它在束缚态的

能量信息，同时从不同运行轨道电离也会携带着其

轨道信息。因此人们不但关注光电子的能量状态，

也希望获得和电子运行轨道相关的空间分布信息。

光电子角分布成像光谱技术是一种新型的光电子探

测手段，是探索原子、分子结构的重要方法之一。这

种光谱技术具有较高的探测效率，并能同时研究光

电子的能量和空间角分布情况。这种二维检测的新

型成像光谱技术在１９９３年由 Ｈｅｌｍ 等
［１］引入。

Ｂｏｒｄａｓ
［２］对这种光谱仪做过分析，Ｂｏｒｄａｓ等

［３］对这

种技术的原理给出了更为细致的描述。

光电离过程与光电子所处的能态相关，处于不

同能态的光电子电离过程会有所不同。如处于里德

堡态的光电子被电离时，由于有加速电场的作用，光

电子既会受到外电场的作用，同时也会受到原子核

库仑场的作用，这样被电离光电子的运动轨迹会十

分复杂。Ｆｒｅｅｍａｎ等
［５，６］研究了位于里德堡态的电

子被电离后的状态，直接观察波函数震荡结构。

Ｋｏｎｄｒａｔｏｖｉｃｈ等
［７，８］讨论了类氢系统处在外场中光

电子的经典运动问题。

本文基于抛物线ξ和η坐标系中光电子的运动

方程，讨论了各种条件下方程的解，以及光电子的运

动特征。在考虑和不考虑库仑势的两种情况下，研
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究了具有不同动能的光电子投射到探测器上的半径

表示。讨论了慢光电子成像图谱与一般光电子成像

图谱的差异。研究发现慢电子成像图谱，它不仅受

到初始能量的影响，同时也受到外场的影响；当能量

小于零时，光电子主要集中在图像的中心位置。而

介于慢电子与快电子之间时，图像最为复杂。

２　经典电离轨道

在光电离实验的宏观信息中，出射光电子所包

含的物理信息与临近核的光电子微观状态有关，从

而在宏观状态下可以看出原子系统的光电子波函数

的本质。在孤立的氢原子中，光电子的势能可以写为

－１／狉 （ａ．ｕ．）［（ａ．ｕ．）是原子单位，１ （ａ．ｕ．）＝

２７．２１１４ｅＶ］。当原子置于外电场犉（方向沿狕轴）

中时，原子的势能为犞＝－１／狉－犉狕 （ａ．ｕ．）
［４］。库

仑场和Ｓｔａｒｋ场共同作用产生鞍点，鞍点能量为

犈ｓｐ＝－２槡犉． （１）

而自由场电离线定义为零点能，如图１所示。在鞍

点临界能量以上时，库仑势和斯塔克势对光电子电

离后的运行轨迹会有明显影响。

图１ 由库仑场和Ｓｔａｒｋ场共同引起的势能犈的

示意图（参数犉＝１）

Ｆｉｇ．１ Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｈｅｐｏｔｅｎｔｉａｌ犈ｉｎｄｕｃｅｄｂｙＣｏｕｌｏｍｂ

ａｎｄＳｔａｒｋｆｉｅｌｄｓ

当电离的光电子能量较低时（通常称为慢电子，

反之为快电子），光电子和离子核之间的库仑势则不

能忽略。不考虑库仑势时，光电子成像显示出一个

环，它对应一个电离通道。但当初始动能小，即考虑

库仑势时，光电子成像显示出较为复杂的结构［８］。

在这种情况下，光电子发射受静电势 （－狇犉狕）和库

仑势（－狇／狉）二者共同作用，不是以简单的轨道运

行。把经典运动方程在抛物线坐标下分解，ξ＝狉＋狕，

η＝狉－狕，φ＝ａｒｃｔａｎ（狔／狓）。这样根据关系 ｄ狉／ｄ（ ）狋 ２
＝

犈＋（１／狉）－犉狕得到ｄ狉／ｄ狋＝ 犈＋（１／狉）－［ ］犉狕 １／２，约

化时间变量τ和关系ｄτ＝ｄ狋／狉，以及上面提及的坐标表

示，在原子单位下，光电子在静电场犉中总动能为犈的

运动方程可写为［４，８，９］

ｄξ
ｄτ
＝２ξ

１

２
犈＋

犣１

ξ
－
１

４
犉（ ）ξ

１／２

，

ｄη
ｄτ
＝２η

１

２
犈＋

犣２

η
＋
１

４
犉（ ）η

１／２烅

烄

烆
，

（２）

因为轨道角动量狆 对光电子运动的影响不大，因此

这里忽略了它的影响。其中常数犣１和犣２（犣１＋犣２＝

犣，原子的核电荷数）与光电子初始速度和电场轴之

间的夹角β有关：

犣１ ＝犣ｃｏｓ
２（β／２），　犣２ ＝犣ｓｉｎ

２（β／２）， （３）

它们分别代表着在ξ和η方向的核电荷数的权重比

例。（２）式的解是抛物线坐标ξ和η关于时间变量τ

的雅可比椭圆函数。

２．１　光电子沿着ξ方向的运动

考虑光电子沿着ξ方向的运动，在这个方向上，

光电子的经典运动在有限区域内随时间τ周期变

化。对于不同的初始动能，光电子逃离前沿ξ轴可

能会出现一次或几次振荡。其解表示为

ξ（τ）＝
狘ξ－狘ｓｎ

２（φ狘犿ξ）

犿－１ξ －ｓｎ
２（φ狘犿ξ）

， （４）

其中ｓｎ表示椭圆的正弦函数。可以看出（４）式由雅

可比正弦椭圆函数所确定，因而呈周期性变化。其中

狘ξ－狘＝狆 １＋
犣１
犣（ ）
ｃ

１／２

－ｓｇｎ［ ］犈 ，

狆＝
狘犈狘
犉
，　φ＝２

－１／２ １＋
犣１
犣（ ）
ｃ

１／４

狓，

犿ξ＝
１

２
１＋ｓｇｎ犈 １＋

犣１
犣（ ）
ｃ

－１／

［ ］
２

．

　　各参量所含的犣ｃ和狓分别表示为

犣ｃ＝
犈２

４犉
，　狓＝ 犈 １／２

τ．

　　显然狆和犣ｃ反映的是光电子能量和所受电场

间的关系，对于不同狆和犣ｃ，光电子的运动轨迹会

有所不同。

２．２　光电子沿着η方向的运动

光电子沿η轴电离受总能量的影响很大，所具

有的能量不同，光电子可能会处于束缚态不发生电

离或者η（τ）随着时间单调增加。此时鞍点能量

犈ｓｐ＝－２槡犣犉，其位置如图１所示。引进约化能量

ε＝犈／狘犈ｓｐ狘＝ｓｇｎ犈 犣ｃ／（ ）犣 １／２，它反映的是光电子

的动能犈与鞍点能量犈ｓｐ间的关系。当犈＜犈ｓｐ时光

电子处于束缚态，例如：在η方向上犈ｓｐ＝－２ 犣２槡 犉，

其位置如图１所示，这时犈≤－２ 犣２槡 犉，光电子处于

束缚态。同样根据犣２＝犣ｓｉｎ
２（β／２）和犈＝－２ 犣２槡 犉，

２５５
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可定义临界角为βｃ＝２ａｒｃｓｉｎ－犈／２槡（ ）犣犉 。当光电

子以角β＜βｃ发射时，即使能量大于鞍点能量，光电子

也无法逃离离子的作用场。因而关于η的解会随着光

电子的动能犈不同而不同。当狘犈狘≤２ 犣２槡 犉时，光电

子沿着η方向的运动满足关系

η（τ）＝狘η＋狘
１－ｃｎ（θ狘犿η）

ｓｎ（θ狘犿η
［ ］）

２

， （５）

式中

狘η＋狘＝狆
犣２
犣（ ）
ｃ

１／２

，　θ＝
犣２
犣（ ）
ｃ

１／４

狓，

犿η ＝
１

２
１－ｓｇｎ犈

犣２
犣（ ）
ｃ

－１／

［ ］
２

．

　　其中ｃｎ表示椭圆的余弦函数。这是光电子能

量低于鞍点能量时，光电子沿着η方向的轨迹方程。

而当光电子的动能大于鞍点能量时犈≥２ 犣２槡 犉，光

电子沿着η方向的运动规律则满足关系

η（τ）＝狘η＋狘
ｓｎ２（ψ狘犿η）

１－ｓｎ
２（ψ狘犿η）

， （６）

式中

狘η＋狘＝狆１－ １－
犣２
犣（ ）
ｃ

１／

［ ］
２

，

ψ＝
１

２
１＋ １－

犣２
犣（ ）
ｃ

１／

［ ］
２ １／２

狓，

犿η ＝２１＋ １－
犣２
犣（ ）
ｃ

－１／

［ ］
２ －１

．

　　显然对于光电子能量小于和大于鞍点能量情

况，其光电子运动轨迹方程会完全不同。这种不同

的运动轨迹会直接影响到光电子到达探测器的位

置，从而会影响到光电子成像谱的结构。

２．３　光电子到达探测器上的半径大小

了解了光电子的运动轨迹，就可以确定它到达探

测器上的位置或半径的大小。利用光电子光谱成像

技术能够直接观测到光电离过程中，光电子发射的初

始速度和角分布。这个技术的原理是：在静电场犉中

光电子以动能犈在确定的位置发射，投影到距离为犔

的探测器上，其图像外环的半径犚≈２犔 犈／狇槡 犉犔（犔

是原子到探测器的距离，犉表示电场，狇表示被电离的

光电子或离子的带电量）［２］。从（４）～ （６）式中可知，

光电子轨道分布只与动能犈和无量纲的参量犣ｃ 有

关。考虑中性原子的光致电离，即犣＝１，此时ε＝

ｓｇｎ犈 犣槡 ｃ。因此参量犣ｃ是库仑场和Ｓｔａｒｋ场的相关

强度的量度标准。通过（４）式和（６）式可推导出探测

器上图像的最大半径 犚ｍａｘ ＝２犔 １＋槡 ρ／ρ（ρ＝

狇犉犔／犈）
［１０，１１］。光电子能否处于自由状态或脱离离子

核束缚，分以下三种情况：

１）忽略库仑力相互作用，犈≥０时其最大半

径为

犚０ｍａｘ＝２（狆犔＋狆
２）１／２， （７）

而犈＜０时，光电子不能离开离子核。

２）考虑库仑力相互作用，且犈≤－２槡犉时光电

子处于束缚态，光电子也不能离开离子核。但是，对

于－２槡犉≤犈≤０，光电子可以离开离子核，其最大

半径为

犚ｃｍａｘ＝ （－狆＋２犉
－１／２）１／２（２犔）１

／２． （８）

　　３）考虑库仑力相互作用，且犈≥０时最大半

径为

犚ｃｍａｘ＝ 狆＋ 狆
２
＋
４（ ）犉

１／

［ ］
２ １／２

（２犔）１
／２． （９）

　　探测器上图像的最大半径与约化能量ε的关系

如图２所示。显然ε值比较大时犚
０
ｍａｘ和犚

ｃ
ｍａｘ的区别

不大，而－１≤ε≤１时，二者之间有明显差异，这时

与库仑力的相互作用不能忽略。通过以上分析，光

电子分布图的大小不是与犉－１／２线性相关的，而是和

犉－１／４成比例，表明了这时是满足（７），（８）式所表示

的关系。

图２ 光电子到达探测器的最大半径随约化能量ε的

变化曲线

Ｆｉｇ．２ Ｍａｘｉｍｕｍｒａｄｉｕｓｅｓｏｆｔｈｅｐｈｏｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｓ

ｐｒｏｊｅｃｔｉｎｇｏｎｔｏｔｈｅｄｅｔｅｃｔｏｒｖｅｒｓｕｓε

２．４　直接电离轨道和间接电离轨道

当光电子能量低于鞍点能量时，光电子的运动

轨道对应于（５）式的形式

η（τ）＝狘η＋狘
１－ｃｎ（θ狘犿η）

ｓｎ（θ狘犿η
［ ］）

２

．

　　可以看到，当ｓｎ（θ狘犿η）＝０时，对应的θ＝

２Ｋ（犿η），Ｋ（犿η）是第一类完全椭圆积分，这时

η（τ）→ ∞。这表明光电子能够逃离到无限远。令光

电子投射到无限远时的时间τ＝犜η：

犜η ＝２犓（犿η）
犣ｃ
犣（ ）
２

１／４

（－犈）－
１／２． （１０）

３５５
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　　同样在（３）式中，对于ξ（τ）＝０时，则ｓｎ（φ狘犿ξ）＝

０。τ所应满足的周期值可用犜ξ表示为

犜ξ＝２犓（犿ξ）１＋
犣１
犣（ ）
ｃ

－１／４

（－犈）－
１／２， （１１）

这是光电子运动穿过狕轴的时间周期，也叫做沿ξ方

向运动的零点个数（犖ξ）。因此光电子从发射点到无限

远处光电子轨道穿过狕轴的次数是比率犜η／犜ξ的整数

部分。根据光电子轨道穿过狕轴的次数不同可将光电

子发射过程分为直接电离轨道和间接电离轨道两类。

直接电离轨道是光电子发射过程不穿过狕轴而直接

到达探测器（即ξ无零点）；相反，间接电离轨道则是光

电子发射过程至少有一次穿过狕轴（即ξ有一个或多

个零点存在）。因此在光致电离时（犣＝１），低能光电

子会产生一个明显的同心结构。内部结构对应着直

接穿过势阱的光电子（直接电离）；外环则是发射的光

电子远离势阱（间接电离）。间接电离轨道与电场强

度以及光电子发射能量有关。

根据（１）式和犣ｃ＝犈
２／４犉，当犣１ →０时，犜ξ ＝

犜η，此时ξ只有一个零点存在，这样定义的能量犈为

犈ｄｉｒ，可以得到 犈ｄｉｒ ＝ 犽犈ｓｐ，其中 犽 满足关系

槡２犓（犿）（１／２＋犽／２）槡犽＝π。因此，当能量低于犈ｄｉｒ

时，无论发射角β为何值，直接电离轨道都不存在，

只有能量高于犈ｄｉｒ才在有限的发射角β区域内存在

直接电离轨道。这样分析经典轨道可分为四个能量

区域

１）低于鞍点能量（犈＜犈ｓｐ），经典运动处于束缚

态，即光电子不能被电离；

２）犈ｓｐ≤犈＜犈ｄｉｒ，只存在间接电离轨道，也就是

光电子发射过程中至少穿过狕轴一次，产生的是慢

电子；

３）犈ｄｉｒ≤犈＜０，直接和间接电离轨道同时存在，

慢电子、快电子同时存在；

４）犈≥０，光电子总是沿着η方向运动，可以产

生快电子。

当能量介于鞍点能量和零场电离能之间时，即同

时满足条件２），３）时，光电子在ξ方向上处于束缚态；

在η方向上，β＜βｃ时，光电子也处于束缚态，β≥βｃ

时，光电子则沿着η方向运动。

３　经典电离轨道的性质和光电子成

像图谱

根据前面的分析，外场作用下的快慢电子和参

量犣ｃ（或ε）有关。犣ｃ值介于０～１（－１≤ε≤１）的

是慢光电子，犣ｃ值大于１００（ε≥１０）即为快光电子。

当犣ｃ＝１０００时，精确轨道和抛物线轨道基本没有

区别。也就是说，此时在光电子光谱投影时可以忽略

库仑场的作用。而当考虑慢光电子的情况（犣ｃ ＝

０．１）时，两种电离轨道则截然不同。

对于快光电子，只有当发射方向几乎平行于外场

方向时，即发射角β很小的情况。定义一个临界角

β０（ε），对于任意的犈＞犈ｓｐ的能量，光电子能够以能量

犈＝ε狘犈ｓｐ狘发射。当β＞β０（ε）时，经典电离轨道与简

单的抛物线轨道几乎相同（犖ξ＝０ｏｒ１）；当β＜β０（ε）

时，二者的差距则很明显，此时沿ξ方向的拐点（犖ξ）

严格大于１。随着ε的增加，β０（ε）逐渐变小。所以，根据

发射角β给定的能量值被分为三个区域

１）当β＜βｃ时，犖ξ→ ∞，光电子处于束缚态；

２）当βｃ≤β＜β０（ε）时，犖ξ≥２，光电子运动轨

迹很复杂；

３）当β≥β０（ε）时，犖ξ≤１，光电子运动轨迹很

简单。

根据光电子光谱成像原理，光电子投射到探测

器上的图像半径犚是发射角β的函数。前面的（３）式

和（５）式说明了光电子电离轨道的布局与参量犣ｃ和

能量有关。也就是说，极坐标犚（β）的形状和ε值有

关，大小则受狆的影响。当电离区域与探测器间的距

离犔无穷远时，这个结论非常准确。但实际条件犔是

有限的，极坐标犚（β）对于给定的犣ｃ随着犈有轻微

的变化，当犔犚（β）时这种变化可以忽略。下面各

图分别是在不同的犣ｃ值情况下，对应的探测器上图

像的半径犚（β）的极坐标变化关系。

图３是极坐标犚（β）随β的变化关系。当参量犣ｃ

很大时（犣ｃ＝１００），犚（β）的变化几乎不受库仑势的

影响，即犚（β）≈犚
０
ｍａｘｓｉｎβ，这时对应的是快光电子。

当犣ｃ减小时，在β＝０周围出现一个细长的线条，这

种现象是由于光电子在小角度发生散射的结果。随

着犣ｃ变得越小这种现象就越明显，对于能量为负值

时犣ｃ＝０．３，０．９对应的极坐标犚（β）随β的变化关

系，只有当角度大于一定值时电子才能投影到探测器

上，这个值随着参量犣ｃ的增加而变大，这个角度即为

前面所说的临界角βｃ。图３中的（ｂ）和（ｃ）过程中既包

含有快光电子也包含有慢光电子。而图３（ｄ），（ｅ），

（ｆ）所示的结果对应着的是慢电子过程。

光电子成像图谱实验是反应光电子从电离区域

飞到探测器上的分布状况，计算和画图方法可参考

文献［１０～１２］。这种二维图形包含初始动能和角分

布。当忽略库仑场时，在二维图形中一个单能量通

４５５
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图３ 光电子具有能量为正、负值时，对于不同犣ｃ值极坐标犚（β）随β的变化关系

Ｆｉｇ．３ Ｒａｄｉｕｓｅｓｏｆｔｈｅｐｈｏｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｓｐｒｏｊｅｃｔｉｎｇｏｎｔｏｔｈｅｄｅｔｅｃｔｏｒｖｅｒｓｕｓβｉｎｔｈｅｐｏｌａｒｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｗｈｅｎ

ｔｈｅｐｈｏｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｓｔａｋｅｏｎｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅａｎｄｎｅｇａｔｉｖｅｅｎｅｒｇｙ．

道犠０（犠０ 是光电子的初始能量）对应一个半径与

犠槡 ０ 成比例的单环。考虑库仑场时，初始角分布则

与犚（β）函数结合得到模拟图像。

当犣ｃ＝１００时，光电子成像图有一个单环。随

着犣ｃ的减小，图形出现中心点，并随着犣ｃ减小越来

越强度（犣ｃ＝１）。当光电子发射能量减小到零场电

离能时（犣ｃ＝０），中心强度更强，并且出现了两个外

环。图像明显的分为三个区域：强度很大的中心区

域是不同的发射角度β的光电子的叠加，与间接电

离相关；内环对应直接电离过程，外环则对应最大半

径犚ｃｍａｘ，这时的光电子则介于直接和间接电离过程

中间。对于能量为负值犈＝－０．１１（犣ｃ＝０．３）的情

况时，中心点强度比外环强度大得多，说明是以间接

电离为主，但仍有少量直接电离。当能量的达到

犈＝－０．１９（犣ｃ＝０．９）时外环消失，只存在中心点强

度，即只有间接电离。图４中各图分别是图３中各

图在探测器上的投影，两者一一对应。直接电离轨

道对应着快电子的运动规律，其光电子成像光谱图

仅仅是一个环状图形，它的半径与光电子的能量相

关，而环状图形则与光电子的空间分布相对应。而

间接电离轨道则与慢电子相对应，其光电子成像光

谱图结构比直接电离情况要更加复杂，它受到多种

因素的影响。对于纯粹的慢电子而言，它在成像光

谱图中位于中心位置。

图４ 能量为正、负值时，不同犣ｃ值的光电子成像图

Ｆｉｇ．４ Ｐｈｏｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｉｍａｇｉｎｇｐａｔｔｅｒｎｗｉｔｈｔｈｅｖａｒｉｏｕｓ犣ｃ

ｗｈｅｎｔｈｅｐｈｏｔｏｅｌｅｃｔｒｏｎｓｈａｖｅｐｏｓｉｔｉｖｅａｎｄｎｅｇａｔｉｖｅ

　　　　　　　　ｅｎｅｒｇｙ

４　结　　论

讨论了抛物线坐标下光电子运动方程在各种情

５５５
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况下的解，以及光电子运动的特征。介绍了慢光电

子与快电子成像光谱图的不同。从光电子的图谱中

可直接判断处于中心位置的图像是间接电离过程的

贡献，而处于直接和间接电离过程之间时是无法从

图谱中给出明确的结论。这要看具体的激发过程以

及所激发样品的能级特点做出综合判断。更为详细

的结论则一定要结合理论的计算和分析而获得。但

对于简单的快电子电离过程，其光电子成像光谱即

反映了光电子的能量特点，也反映了与电子轨道空

间分布相关的信息。慢电子的光电子成像图谱则截

然不同。当外加电场一定时，它的图像与其电子的

能量密切相关。
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